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序 言 


递归 论 车 数理 并 辑 中 是 发 展 较 问 的 一 个 分 支 。 但 与 放 算 
机 科学 有 着 十 分 密切 的 关系 ,被 此 互 共 促 送 ,共同 发表， 人 订 是 训 纯 
至 人 心 而 言 ,递归 论 盛 论 在 内 容 上 还 是 在 方法 上 ,在 夭 浊 河内 部 有 了 
较 大 的 发 展 . 在 旦 订 ， 履 楚 用 一 交 书 来 综述 其 金 部 成 果 几 平 是 不 
可 能 的 、 

本 节 是 一 本 入 门 书 ,在 递归 论 的 各 个 发 展 方向 .上 ,多 /如 可 仿 消 
Bo MHRI, 判定 问题 ,谱系 理论 ,计算 复杂 性 ， 化 丑 与 不 可 解 
度 等 (不 包括 其 推广 : 即 所 谓 广义 递归 论 )， 作 了 一 些 折 受 的 介绍 ， 
关于 广义 递归 论 以 及 其 佐 一 些 推广 ,本 节 不 予 叙 述 、 

ANENE EIER EOR AFE 


话 分 一 般 只 


作 简 咯 氢 还 ， 者 对 已 绞 初 等 的 部 分 也 TRER. 
RUAA ERLE RREA DRERI S A WAAR 


ER REEE BJ. Ak, ABANERI SDA ET 
MR PARTERRE NE 
AK try: £ 33 HE S Th LA RAER, e 
期 能 更 加 里 晰 而 有 系 沈 ， 刀 有 错误 ,希望 读者 批评 指 世 ， 
žak 
T 1956 年 2 月 


501. 
502. 
503, 
$04. 
$05. 
$06. 
$07. 
Sos, 
gcs. 
第 一 章 
510. 
$u. 
$12. 
gaiz. 
$1. 


$15. i 


Sé, 


第 二 章 


$20. 三 


$z. 
522. 
$ 25. 
524. 
$ 25. 
$26. 
527. 


递归 论 的 对 象 … 
EAHA ARA] - 
AHA SETAE 
KY EREA 
BARE) 


几 个 二 要 的 等 于 
握 子 的 一 种 分 类 
# T 9382 RR SLU3C E.) 
ATRAER EIKT) 
EnCERRSARKARAE 
IEE RE RRI 882948 pk, 
PEP RNR RAR --. 


初等 通 数 集 的 分 类 
AFAR ROSH 
PRR … 
基底 函数 集 
多 项 式 集 - 


Sa BRAL = 17 
$42, 的 159 
253 
155 
$45, TEARPSAN FAN … 159 
169 


$15. 2 可 定义 函数 与 组 合子 画 数 … 


353. 存在 化 多 项 请 河 [ 狄 色 谓 词 》 
$54， 归 举 集 的 分 类 
5 5 产生 集 与 创造 


. M OETA 


Ar aom a m n 


S 64. Church-Turing 论点 
第 七 章 ”谱系 (分 层 ) 及 计算 复杂 性 - 
$70. 
$71 
$72. 
$73. 
$74. 
$75. H$ 
第 八 音 
$ 80 
$31. 
$82. 
583. 


绪 论 
$ 01. 递归 论 的 对 象 


递归 论 又 叫做 能 行 性 论 ， 主 要 讨论 有 关 ”“ 能 行 计算 ”“ 能 行 判 
定 "的 问题 . 

凡 与 “能 行 性 "有 关 的 讨论 ;都 是 处 理 离散 对 象 的 .因为 非 离散 
的 对 象 ,所 谓 连 续 的 对 象 ， 例 如 处 处 稠密 的 对 象 ,是 很 玲 能 行 地 处 
理 的 ， 离 散 对 象 以 自然 数 为 最 简单 又 最 常见 ， 因 此 能 行 性 论 便 俯 
讨论 自然 数 为 主 ， 在 本 书 中 所 谓 自 然 数 ,包括 正 整数 及 0 (而 不 象 
一 般 节 中 那样 ,只 限于 正 整 数 ). 

人 类 认识 自然 数 已 经 有 数 千年 的 历史 了 ， 并 对 它 进 行 了 四 则 
运算 ( 即 加 \ 减 、 乘 \ 除 ), 但 由 于 对 自然 数 一 般 不 能 够 进行 光 限 制 的 
减 与 除 ,人 们 便 推广 而 引进 灸 ( 整 ) 数 及 有 理 数 ,还 进而 引进 实数 与 
复数 ,这 都 给 人 们 带 来 更 大 的 方便 ,也 使 人 们 对 外 界 的 认识 更 为 深 
人 ， 但 同时 却 使 人 们 对 自然 数 本 身 的 特性 (离散 性 与 能 行 性 ) 有 所 
忽略 了 , 亦 即 ,对 自然 数 本 身 所 特有 的 特性 没有 进行 深 人 的 研究 . 

六 世纪 Pascal 开始 明确 地 使 用 数学 归纳 法 ,这 是 对 自然 数 
的 特性 的 首先 注意 . 以 后 ，Dedekind 与 Peano 在 发 展 自然 数论 
时 ,不 但 更 频繁 地 更 有 系统 地 使 用 数学 归纳 法 ,而 县 也 使 用 原始 递 
归 式 来 定义 新 函数 ， 到 1923 年 ，Skolem 便 明确 地 宣称 ， 所 有 初 
等 数论 中 的 数论 语 数 都 可 以 通过 原始 递归 式 而 定义 ， 这 样 原始 北 
归 蝴 数 便 开始 展现 其 重要 性 。 1931 年 当 Göde 证 明 他 的 有 名 的 
不 完全 性 定理 时 , 原始 递归 泗 数 起 到 了 极 重要 的 作用 ， 到 此 , 原始 
递归 盟 数 论 便 正 式 出 现 了 . 

从 Skalem HARFE, ANER: 是 否 一 切 可 计算 的 数 
论 函数 部 是 原始 递归 函数 。 这 个 问题 ,很 快 便 由 Ackermann 给 以 
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ERRETEN, Ackermann 具体 地 和 作出 一 个 苞 狼 , 它 的 增长 
5 超过 一 切 原始 递归 函数 ,但 它 却 的 确 是 可 计算 的 ， 因 上 比 ， 
找 手 页 为 广 注 的 可 计算 东 数 类 加 所 到 日 天 上 来 了 ， 
JE Herbrand 一 封 信 的 障 示 。 Gëdd 建议 引进 一 般 递 轨 函 
数 ， 经 过 Kleene 的 改进 与 六 明 司 ,现在 已 经 成 为 一 般 书 中 所 采用 
的 一 般 汶 归 聊 数 的 定义 ,这 样 定义 的 一 般 递归 函数 , 它 比 原始 递归 
诡 数 更 广 ， 那 基 没 有 疑问 的 。 估 们 要 间 ， 这 样 定义 的 函数 是 否 已 
经 包括 银 广 以 臻 于 人 们 所 说 的 "可 计算 函数 "都 在 内 死 ? 如 果 还 有 
更 广 的 (可 计算 函数 ), 这 类 和 更 广 的 函数 又 该 怎样 定义 呢 ? 
1936 年 ，Church 提出 一 个 有 名 的 论点 人 们 一 般 所 说 的 可 
计算 台数 恰巧 便 是 一 般 递 艰深 数 。 同年 ，Turing 也 提 间 一 个 论 
A A-RA HHA, emna Turing 机 《由 
Turing 所 构造 的 一 种 机 器 ) 所 计算 的 函数 ， 很 快 , 便 由 Kleene 证 
明了 ， 一 般 递 归 函 狐 也 就 是 可 用 Toing WATARA. BUE 
这 两 全 论点 实 贡 上 是 同一 个 论点 , 现在 通称 为 Church- Turing 论 
A 
当 这 页 个 论点 提出 时 ,看 来 过 于 武断 ,很 可 能 会 找 出 一 些 可 计 
算 的 但 不 是 一 奴 递 归 的 函数 但 随 着 时 间 的 流逝 ， 反 鲍 不 但 没有 
秘 遇 ,而 有 利于 这 个 论点 的 事项 却 越 来 起 多, 男 此 ,在 数理 逻辑 界 ， 
现在 一 般 都 承 队 Church-Turing 论点 ,反对 的 人 几乎 是 没有 了 ， 
这 个 论点 得 到 普遍 的 承认 并 不 意味 着 递 虹 沦 (能 行 性 论 ) 已 经 
大 功 告 或 , 不 能 青 行 发 展 了 .恰恰 相反 ， 根 据 这 个 论点 ,我 们 可 以 
此 很 多 事情 , 鸭 以 前 所 不 能 笋 的 . 
一 ,有 了 这 个 论点 以 后 ,我 们 可 以 断定 其 些 问 题 是 不 能 能 行 
地 絮 决 的 或 不 能 能 行 地 判定 的 。 在 未 有 这 个 论点 之 前 、 我 们 只 能 
设法 去 拒 鱼 能 行 的 解决 办 法 或 能 行 地 判定 的 办 法 , 按 册 以 后 便 说 ， 
某 某 问题 可 以 能 行 韶 次 ， 某 某 问题 可 以 能 行 判 定 ， 万 一 这 种 办 法 
接 不 到 ,我 们 起 不 敢 断 定 , 某 某 问题 不 能 能 行 解决 或 其 其 问 题 不 能 
能 行 判定 ， 因 为 “ 找 不 出 ” TET REE. 只 有 接受 Church- 
Toring 论点 以 后 ,把 “能 行 地 解决 "解释 为 “有 一 般 递 归 函 数 ”， 招 
2. 


“能 行 地 判定 ”解释 为 “有 一 个 一 般 递归 谓词 *, 那 末 当 我 们 证 明 “ 没 
有 相应 的 一 般 递归 函数 "或 “没有 相应 的 一 般 递归 谓词 "时 ,我 们 便 
可 以 作出 否定 的 答案 了 。 正 因为 如 此 ， 长 入 不 能 解决 的 Hilbert 
第 十 问题 (判定 不 定 方程 是 否 有 解 ) 到 现在 便 得 到 否定 的 答案 了 。 
这 是 能 行 论 的 一 个 重要 成 就 。 

不 但 如 此 ,根据 这 个 论点 而 把 能 行人 性 等 同 于 递归 性 以 后 ,我 们 
还 可 以 不 断 地 深入 探究 ， 无 论 在 能 行 性 方面 以 及 非 能 行 性 方面 都 
有 好 些 深 入 的 有 意义 的 成 果 ， 远 非 以 前 所 能 达到 的 . 
! 可 计算 的 函数 蚁 等 全 于 一 般 递 归 函 数 ， 我 们 还 要 求 讨论 可 计 
算 的 复杂 性 ， 这 就 要 求 对 一 般 递 归 函 数 再 作 分 类 ， 将 一 般 递 归 函 
数 分 成 各 阶 雇 由 最 简单 的 到 较 复 杂 的 ,最 后 到 最 复杂 的 .在 这 方 
画 , 以 前 已 有 原始 递归 销 数 , 它 是 一 般 递 归 函 数 的 特例 现在 还 进 
而 研究 各 种 各 样 的 特例 ， 在 原始 递归 函数 与 一 般 弟 妇 户 数 之 同 的 
有 多 重 递归 函数 ， 在 原始 递归 函数 之 内 的 (作为 其 符 鲍 的 ) 又 育 初 
FRA 切 基 凤 数 乃至 五 则 函数 等 等 ,对 这 些 函数 的 性 质 的 深信 研 
究 , 不 但 使 我 们 对 数论 销 数 有 更 深入 的 了 解 。 而 肌 对 自动 机 ,计算 
机 的 研究 也 大 有 补益 。 

其 次 ,我 们 对 非 递 归 函 数 也 作 了 深入 研究 ,从 而 发 展 了 不 可 解 
度 论 , 分 层 论 等 等 ,这 些 部 从 反面 使 我 们 对 能 行 性 有 更 进一步 的 了 
解 . 

由 此 咎 来 ,递归 论 的 内 容 非 常 丰 富 , 很 值得 我 们 深 和 人 探讨, 

另外 ， 人 们 又 将 递归 论 从 各 方面 作 推广 ， 得 出 所 谓 广 义 递归 
论 、 
一 个 推广 的 方向 是 把 递归 论 的 对 象 从 自然 数 推广 到 一 般 〈 有 
限 ) 字 母 表 上 的 字 去 , 即 不 但 讨论 数 沦 的 递归 函数 ， 而 且 讨 论 字 的 
递归 函数 ,并 且 把 前 者 作为 后 者 的 特例 (数论 的 递归 函数 可 以 看 作 
是 单字 母 表 上 的 字 的 递归 函数 )、 由 于 计算 机 所 能 处 理 的 ,实质 上 
都 是 一 些 表达 式 ， 从 而 计算 机 实际 上 是 处 再 两 个 字 环 表 上 的 字 的 
函数 ,因此 这 种 推 盖 更 能 直 柱 应 用 于 计算 机 ,从 而 更 显 出 其 重要 性 。 

另 一 个 推广 是 把 自然 数 推广 为 一 般 的 序数 〈 包 活 无 穷 序 数 ) 
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从 而 不 但 研究 自然 数 上 的 递归 函数 ， 而 县 研究 天 穷 序 数 上 的 省 月 
函数 ;这 样 ,研究 的 对 象 更 广 了 。 

但 在 本 节 中 ,我 们 不 椒 讨 论 这 两 神 推 广 。 对 前 者 的 推广 页 言 ， 
我 们 觉得 , 原来 的 递归 酒 数 沦 专 就 自然 数 本 身 立论 ,不 这 涉 到 它 的 
表达 起 ,这 是 更 简单 而 且 是 更 根本 的 . 姑 杂 讨论 ”个 字母 的 字母 表 
上 的 字 的 函数 ,表面 看 来 是 淮 广 了 (从 一 个 字母 推广 到 个 字母 )、 
实质 上 却 是 把 注意 力 从 自然 数 本 身 而 转移 到 自然 数 的 * 进 制 表 示 
上 去 ， 除 非 我 们 专门 集中 注意 力 于 4 进 制 ， 否 则 这 种 转移 是 没有 
好处 的。 因此 作者 认为 ,如 想 作 这 和 神 淮 广 ,最 好 放 在 "算法 论 ” 为 去 
讨论 ,在 递归 论 内 可 不 考虑 自然 数 的 家 达 式 。 

至 于 把 递归 函数 推广 到 无 穷 序数 上 去 ， 这 种 推广 与 原来 荡 羡 
眼 点 大 不 相同 。 这 时 讨论 的 主要 精 厂 集中 在 “无 穷 序 数 ” 上 去 ， 币 
“递归 性 “(能 行 性 ) 反 而 隐 而 不 现 , 消 失 于 无 形 了 .作者 认为 ,有 关 
这 部 分 的 推广 ,最 好 另行 处 理 , 下 要 与 递归 论 放 在 一 起 ， 

到 此 ,本 书 仍然 集中 方 量 于 自然 数 上 的 递归 论 . 


4 02. 基本 概念 ,组 成 规则 


如 上 所 述 。 在 递 河 论 中 我 们 以 自然 数 集 为 讨论 的 全 域 ， 在 数 
理 趟 笃 中 或 们 主要 讨论 公式 及 谓词 ,在 递归 论 中 ,我 们 主要 讨论 项 
及 函数 ,但 也 不 完全 排除 公式 及 谓词 ， 

猎 然 我 们 讨论 的 全 域 为 自然 数 党 ,从 而 个 体 便 是 自然 数 (以 后 
省 称 为 数 )]， 个 体 变 元 即 数 变 元 个体 常 元 即 常 数 。 

将 数 变 成 数 的 此 做 (数论 ) 本 数 ， 将 数 变 成 真 优 的 叫做 (数论 ) 
EA KARERA BAI B a ERE R, 而 将 真 候 谈 成 数 的 叫 
做 特种 遂 数 。 我 们 只 用 一 个 特种 函数 ct。 它 把 真 、 假 分 别 变 为 0、 
1, BD ct【 真 ) = 0, a (B) = 1. 

此 外 ,把 酒 数 变 成 函数 的 叫 敌 算 子 ,把 谓词 变 成 医 数 的 串 做 擎 
状 词 ， 汇 谓词 变 成 请 放 的 叫做 量词 。 至 于 把 函数 变 成 谓词 的 途 今 
尚 无 人 使 用 ， 可 不 必 讨 论 。 这些 ( 算 子 * 药 状 ,量词 ) 都 装 做 约束 


4. 


F. 

各 御 河 的 性 质 贫 分 列 巡 体 规定， 但 其 公共 的 性 质 却 可 以 用 组 
BUMI AE n F. 

递归 论 系统 的 组 成 规则 

BER nsa: 

BEE 9,2 

BREFS floho (并 指定 其 元 数 ) 

EER AHELA) 

WAFS P.P, Poe GREH) 

常 谓词 REREUA E~ S ) 

AREK ct( 一 元 ) 

联结 词 一 ( 非 ), A (B), VY (或 ), 一 >《 如 果 则 ), —* (14) 

AFEFE ,rt,………( 并 指定 其 型 ) 

常 算 子 ”具体 指定 ( 见 后 》 

量词 符号 090 …… ‘并 指定 其 型 

EEE Y.3( 其 余地 后 

ERARS ,6,.…( 并 指定 其 型 ) 

BERA ,x( 其 余 见 后 》 

组 成 规则 

TRARA HEMT: 

0) 数 秋 元 与 数 党 元 为 项 ; 

(2) 刘 果 了 为 了 元 函数 而 Za, F, 为 9 个 项 ,用 用， 
EAT: 

(3) 如 果 卫 为 元 谓词 而 ioega 为 项 ,网 Pl5,,*… ,$s) 
为 公式 ; 

(4) 如 果 “为 公式 则 cta 为 项 ; 

(5) 如 果 e, FAAR Tae Apa VE, a — p, o 为 
公式 ; 

(6) 如 果 了 为 (mas9] 型 算 子 ，eb en 为 数 空 位 :二 …， 
EAT mon WARM etea) E EA 
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m) 为 项 ; 

(7) 如 果 昌 为 (m,n,7) 型 量词 ,e,,- en。 为数 空 位 ， 后， 
En 为 项 ya .s&s 为 谓词 , 则 0(e cm) (Es... S lo, 
-ea JAR. 

《8) WRLH n, PARERE e... en DRE Eo 
82938, os: as 为 谓词 , 则 e (eo-vea) > CEs- tEn ias 
… oz] 为 项 . 

所 谓 项 及 公式 仅 限于 根据 以 上 而 作成 的 。 

这 里 引进 几 个 定义 . 

定义 算 子 , 景 词 、 擎 状 词 合 称 约束 词 . 

C2) 中 的 f(E... 0.8.) BURR FAE Cseres En) 处 的 值 ， 也 
MA 了 填 式 , 它 是 作用 于 Gritti) 的 结果 ， 

(3) 中 的 PCS tsë) PUR PE (E... Ea) ZEAE, 
册 做 P 填 式 , 它 是 P 作 用 于 (5,……,$s) 的 结果 。 

对 (4),(5) 中 的 cte 等 仿 此 定义 。 

(6),《7),(8) 中 的 《ec en) 叫做 约束 空位 组 ， 了 明确 地 说 
是 相应 约束 词 z, Q.: HEFER. Mi ieri) 叫做 新 添 
W. (mol m) 叫做 作用 城 〈 第 一 作用 域 至 第 s RR). (m 
1s} 中 的 变 元 《64、…，em) 叫做 受 相 应 的 算 子 、 量 词 、 介 状 
词 所 约束 的 约束 室 位 。 作 用 域 中 与 约束 空位 不 同 的 空位 眶 做 参数 
空位 .项 5，…,5。 中 的 空位 ,不 管 是 否 e... 都 叫做 自由 
空位 . 

参数 空位 或 参 变 元 亦 可 作 代 人 ， 但 我 们 规定 ; 对 被 作用 函数 
( 即 作用 域 ) 中 的 空位 或 参数 作 代入 时 ， 不 允许 把 所 代入 的 项 填 人 
作用 域 中 的 参数 空位 或 参 变 元 处 去 ,而 必须 写 在 约束 词 的 下 面 ,与 
约束 空位 、 新 话 项 并 列 而 用 分 号 隔 开 。 例 如 , 对 Berufe co v) 
作 代 人 a> A, e >B 有 时, 不 能 写 为 weref(ei。 A, B) 而 必须 写 
为 auaasswa,sf( et ea z). 至 于 在 什么 情况 下 它 与 terale A, 
B) 相等 , 须 作 详细 的 讨论 ， 

在 上 面 的 组 成 规则 中 ， 我 们 只 有 新 项 及 新 公式 的 组 成 ， 而 没 


... 


有 造成 新 泣 数 ,新 谓词 ,新 约束 词 的 方法 ， 对 二 函数 ,谓词 以 及 约 
东 词 可 以 说 我 们 只 能 限于 开始 时 引信 的 基本 的 函数 、 基 本 的 调 词 
以 及 基本 的 约 束 词 。 即 给 成 讽 则 所 所 列举 的 ， 在 此 以 后 只 有 售 变 
元 的 新 项 及 新 公式 ,并 没有 新 多 数 ,新 谓词 。 这 是 沿用 数学 界 自主 
以 来 的 习惯 ， 天 最 使 用 ( 含 变 元 的 ) 项 及 公式 ， 而 ( 除 基本 的 以 外 ) 
少 使 用 函数 及 谓语 。 

这 种 做 法 存 很 多 的 优点 ， 最 太 的 优点 是 : 和 祖 本 上 取消 了 高 级 
医 词 与 高 级 谓 启 亦 即 以 荡 数 或 消 词 为 变 昌 的 那 种 高 级 函 词 谓词 。 
及 通常 序 说 的 以 苞 泗 或 谓词 为 变 目 的 ， 这 里 都 改 为 以 含 变 元 的 项 
或 公式 作 变 习 了 。 这 里 不 但 使 用 项 对 函数 ,谓词 的 雯 人 ,部 由 上 及 
heei, ME 信和 …… 5。), 基 且 还 使 用 了 算 子 二 词 等 约束 词 . 
这 些 约束 误 对 应 于 高 级 济 词 高 级 庙 词 ， 但 它们 都 以 ( 含 变 元 的 ) 项 
或 公式 作为 变 目 从而 根本 堵 绝 了 高 级 函 词 谓词 产生 的 可 能。 当 
然 ,约束 河 本 身 也 带 来 一 些 新 奇 性 ， 下 面 再 细 论 ,但 容易 想象 到 ， 
函数 及 谓词 本 身 是 必要 的 ,不 能 筷 用 项 或 公式 来 代替 ,而 且 除 基本 
的 函数 及 谓词 外 ,由 任意 新 造成 的 项 也 可 朱 象 而 每 一 个 新 函数 ,由 
任意 新 造成 的 公式 也 可 抽象 而 得 一 个 新 谓词 ， 这 个 抽象 运算 【〈 它 
本 身 也 是 一 个 约束 词 ) 是 必要 和 的，A，Church 引进 符号 1* 从 而 当 
IW, keent 便 是 家 mas，… z, 对 ?抽象 而 得 的 江 元 浮 数 ， 
Bl (Aert ato za) E KIR RARR leona E 
是 依 matote R) a Rh$04809 m ARROB Garen Kaota 
an) BAE E baroet 与 l... e 分 别 记 为 了 及 忆 则 
有 其 caozm) =n 与 区 msg 

这 个 约束 河 与 上 面 的 约束 词 不 同 ， 上面 的 约束 词 的 值 是 项 或 
公式 ,而 这 个 约克 河 的 信 却 是 函数 (用 或 谓词 (P). 

通常 往 少 使 用 约束 词 *。 很 多 书 其 至 于 根本 不 提 它 。 当 宣 用 
函数 tn 对。 就 使 用 项 ? 本身 ( 仿 变 元 的 项 ), HEER 4 在 


y 处 之 入 ,如 (2m) Cy) 时 就 用 代 a 或 af ” ) 。 在 通常 的 数理 多 
可 或 数学 中 代入" 运算 (处 处 将 代 人 以 7) 十 一 个 非常 重要 的 


... 


运算 ,实质 上 它 是 "将 ? fü z 抽象 而 得 一 函数 再 求 该 函数 在 ”处 之 
值 "， 从 此 可 见 , 有 "“ 代 和 人 "运算 后 可 以 代替 抽象 运算 1， 反 之 ,有 搜 
象 运算 后 , 代 人 运算 可 以 霄 示 为 ,局 一 (49)Cy)， 通 常 书 中 不 用 


运算 4, 故 处 处 使 用 “代入 ”了 。 

由 于 约束 词 (以 及 所 谓 “ 约 束 变 元 ”) 的 出 现 ,使 得 项 的 代入、 防 
数 的 代 和 人、 谓词 的 代入 遇 到 非常 的 困难 ， 最 初 数理 逻辑 家 所 表达 
的 代 人 原则 每 每 有 毛病 ,经 过 十 多 年 的 探讨 修正 , 才 初步 获得 一 些 
正确 的 表述 ,但 正确 的 表述 每 每 麻烦 而 琪 碎 , 很 难 认为 是 合用 的 表 
达 形 式 ， 

试 就 算 子 a 而 论 ,假设 它 把 Kesen) WAH grenu), 
WAC 为 参数 空位 ,而 z 为 参数 ): 

Blvs e134) 一 Genofle e154) 
如 果 我 们 把 项 4 代入 空位 e 处 , 又 把 参 变 元 * 代 人 以 项 8, 依 现 
时 流行 的 说 法 ,我 们 不 能 无 条 件 地 得 到 

Blv A, B) 一 z,.,f(e A,B). 
要 使 它 成 立 ,必须 4,B 中 没有 自由 空位 。, 而 且 在 fe,4,8) 中 ， 
A,B 的 自由 空位 不 受 约束 ， 数 理 逻 辑 家 为 此 需 作 相 当 长 的 讨论 ， 

依 我 们 看 来 ,左边 的 g, A, B) 显然 是 " 先 实施 算 子 or 再 
RA 4,B”, 而 右边 则 是 “ 先 作 代 人 A，8, 再 实施 算 子 o, MA 
是 不 同 的 运算 过 程 ,因此 它们 有 时 相等 ,有 时 则 不 相等 ， 那 是 很 清 
楚 , 很 容易 理解 的 事 , 用 不 着 大 惊 小 怪 ， 问题 是 : 以 前 我 们 没有 豆 
示 " 先 作 算 子 再 代 人 ”的 符号 ,只 能 先 引 入 新 符号 z(u “) RRK 
施 算 子 “的 结果 再 作 代 人 ,至 于 记号 

Geref ser agag 


则 不 是 正式 的 记号 ,以 致 当 两 边 不 相等 时 ， 我 们 竞 然 无 法 表示 “ 先 
实施 算 子 (约束 词 ) 再 代 人 "这 个 过 程 .现在 ,我 们 建议 下 列 记号 ; 
gU, A, B) 一 ri Hesene) 


leregre tes, B) 


分 号 ";” 之 左 是 约束 空位 与 新 添 项 ， 分 号 “;” 之 右 是 参数 空位 及 其 
代入 项 ， 凡 代入 必 不 能 在 约束 订 的 作用 域 中 对 其 参数 或 空位 作 代 


人 ， 如 要 代 人 ,只 能 写 在 约束 词 秀 下 方 ,如 上 上 式 所 永 。 这 时 代 人 永 
TETARA EMRE. REBRE FRA, Ma: 如 果 
代 人 项 《上 文 的 4, B) 中 的 自由 空位 没有 与 某 约束 证 的 约束 空位 
同名 ， 则 这 些 代 大 项 可 以 代 人 到 该 约束 词 的 作用 域 中 去 ， 因 为 这 
时 约束 关系 不 变 , 故 代 人 人 台 法 . 

例如 , 当 f AAEREN 4, B 中 没有 空位 为 <。 时, 我们 有 : 


t esse) rtifle, £, B), 
de 4B) . 


这 也 正 是 现行 说 法 中 的 合法 代 人 。 
当 4，B 中 全 有 空位 。 时 ， 现 行 说 法 距 没 有 16 ，， 的 记 


1 
号 ,只 能 将 约束 空位 改名 ,例如 改 为 ci( 不 出 现 于 4, 8 中 的 ), 便 得 
riflen, B). 4 


当然 ,这 式 与 rs fesenes) 是 相等 的 ,但 由 三 这 种 相等 全 


tepet AD 
承认 永远 可 以 改名 。 愉 而 永远 可 在 作用 域 由 作 代 人 ， 而 不 5 用 专 
孙 " 先 实施 算 子 下 人 入 “的 符号 ， 永 远 只 使 用 " 先 代 人 再 实施 算 -了 于” 
的 过 程 ， 这 在 根本 上 使 是 不 够 妥当 藤 。 我们 应 该 育 完备 的 记号 杀 
统 才 对 . 

和 代 人 人 相 类 位 的 还 有 一 种 很 重要 的 运算 :” 葵 换 。 很 多 书 把 
“代入 "与 “替换 ” 当 作 相同 的 运算 ,( 在 国外 其 至 于 有 复 几 相 司 的 名 
称 苑 ), 但 两 者 是 不 框 同 的 。 代 人 是 对 变 元 的 处 处 代 信 ， 赫 换 则 是 
对 某 复 杂项 的 一 处 或 多 处 [当然 可 以 处 处 ) 的 蔡 坎 ， 两 者 本 页 是 不 
BER. 

例如 , aA = y— 3 3a 342y, WJ 代 ;, 4 将 是 


3(#t 2) = y— 3 + 3(z + 2) = 3(z + 2) - 2y. 
AREH BARA u + 2. KZ, atii 《看 作 一 政 杂 
项 ) 替 换 以 R MTAA FAEH: 

B = y— 3 - 3x = 3x + 2y, 
B = y— 3: B = 3x -+ 2y, 
3s =y=>3-B=B+2y, 


等 等 。 如 要 得 到 明确 的 结果 ,必须 指明 对 哪 一 些 3x 作 替 换 。 

以 往 对 “替换 "的 陈述 ,或 者 纯粹 从 表达 式 的 外 貌 立 论 , 或 者 从 
组 成 过 程 立论 ,都 不 够 直 捷 简明 。 从 表达 式 外 貌 立 论 的 是 : 

“在 5 中 将 4 替换 以 了 得 D° (TR) 38: 有 P, Q 表达 式 ( 未 必 有 
意义 , 即 未 必 是 良 构 式 ) 使 C 一 Pda8 Wü D = PB90. 

从 组 成 过 程 立论 的 是 : 上 语 ( 甲 ) 指 : 用 由 4 而 组 成 C 的 过 程 
可 以 由 B 而 组 成 D. : 

这 两 种 说 法 都 不 够 严格 形式 化 。 其 实 可 用 代 人 而 定义 替换 ， 
但 必须 注意 : RITER: LEE: ACE c 一 代 ,%…G 
而 DD = Res. KAH 4 中 的 某 些 自由 变 元 在 c 中 受 约 来 时 , 依 
上 面 的 说 法 ,C = 代 49, 同样 , 代 ,asG 也 未 必 是 所 求 的 D. 这 
时 如 果 在 C 中 4 有 三 个 自由 变 元 受 约束 ， 应 将 4 写成 函数 形 写成 
Ae 形 ， 依 同样 的 空位 而 将 B 写成 Beee: É. f C 中 将 所 
经 营 换 的 4 改写 为 8ciezes (& 为 函数 变 元 ), 得 一 表达 式 G. 于 是 
可 以 说 ; 

上 语 ( 甲 ) 指 : C 一 R geeerdeemG 而 

D = 代 goer Baen G. 

即 “ 蔡 换 ” 可 用 函数 的 代 人 而 定义 。 

以 上 是 就 原来 说 法 而 作 整 理 的 结果 ， 可 以 免除 旧 说 法 的 很 多 
瞪 病 ,代入 ,替换 也 能 得 到 完善 的 处 理 .但 是 我 们 认为 ， 见 使 这 样 
整地 以 后 , 仍 有 待 改进 ,有 待 于 作 本 质 的 改进 ， 

首先 ， 尽 量 针 免 使 用 函数 请 词 ( 改 用 有 变 元 的 项 及 公式 ) 并 不 
是 一 个 好 办 法 ,由 此 必须 大 量 使 用 “代入 ”。 其 实 除 能 够 作出 新 项 、 
新 公式 外 ， 还 应 该 能 够 作出 函数 及 谓词 。 这 种 作法 也 不 必 借 点 于 
抽象 词 4, 只 须 在 项 与 公式 的 组 成 的 同时 ,再 允许 作 函 数 及 谓 评 六 
组 成 便 得 了 . 这 时 只 须 引 入 “空位 "， 在 递归 论 中 必须 引 人 “ 数 空 
位 《相应 于 数 变 元 ), 项 及 公式 不 但 可 含有 变 元 也 可 含有 空位 . A 
有 变 元 的 项 是 变 项 ,含有 空位 的 项 是 函数 ,含有 变 元 的 公式 是 变 公 
式 , 含 有 空位 的 公式 是 谓词 。 这 样 , 抽 象 词 ! 可 以 不 用 ， 而 代入 运 
算 也 可 以 不 用 了 。 
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险 说 法 认为 约束 词 作 用 于 项 及 公式 ， 从 而 遗 免 了 高 级 函 词 高 
级 谓词 ,这 是 一 优点 ,但 也 带 来 问题 ， 

现在 我 们 以 算 子 为 例 对 一 般 的 约束 词 作 进一步 的 讨论 ， 

EXMA (e, m, n) 型 算 子 , 暂 记 为 <， 它 把 * Am TAR 
有 …… f 蛮 成 一 个 元 函数 ,这 个 改造 结果 可 记 为 


Gente UTEE O 
如 果 该 新 函数 为 8， 则 有 
Elisi os He) = Cesaren {fen Em oher enhe 


算 子 = 叫做 属于 Coma), AMPE FRRO: 1,1) 型 立 
论 ， 所 论 各 点 基本 上 全 可 应 用 于 一 般 的 omn 型 算 子 .这 时 我 
们 有 ; 
gG) = aj. [fel 
fe 内 可 能 含有 别 的 变 元 vu，*……，v4， 这 时 结果 浮 数 亦 依赖 于 z, 
erora ZE e URBEE. RIE 
! Bus Pistia 0) = Coon fe ,vss 0)} 
x* 岂 做 新 添 变 元 ,如 它 为 空位 则 做 新 淋 室 位 ,如 它 为 一 般 的 复杂 的 
项 , 则 叫做 新 源 项 .但 新 函数 & 不 依赖 于 空位 。( 即 不 含有 空位 < )， 
当 讨论 8 时 ,不 应 该 也 不 可 能 对 e ERA. e 叫做 约束 空位 受 算 
f = J 8. 
约束 空位 的 性 质 很 值得 我 们 仔细 考虑 一 番 。 
以 前 把 约束 空位 亦 写成 变 元 , 吗 做 钓 课 变 元 ,或 者 使 用 与 自由 
变 元 相同 的 符号 ,写成 


glu) = a= F lE) 
或 使 用 特种 的 变 元 符号 ,例如 用 nsi 写成 

glu) 一 Gsfla), 
都 遇 到 同样 的 困难 ，f(x) 本 来 依赖 于 z 的 ,为 什么 添上 算 子 cr 
后 , 反 与 x 无 关 呢 ? f(a) 本 来 依赖 于 e 的 ， 为 什么 atla) 反 与 
4 无 关 ? 这 其 间 有 什么 特殊 的 作用 ? 我 们 以 前 从 未 过 见 这 样 的 作 
用 ,所 以 很 难 解释 得 通 。 

RRRA, O 本 来 含有 空位 的 ， 但 应 该 将 算 子 “ 填 人 


He 


空位 < 处， 因此 南 得 多 数 当然 不 再 含有 空位 = 了 .正如 OQ) 不 
再 全 有 空位 。 一 样 ,这 没有 年 何 奇怪 的 . 

不 是 用 算 子 约束 其 作用 域 而 挟 将 算 子 该 入 所 作用 的 函数 的 空 
位 处 去 ,这 是 有 日 常 语 志 的 很 据 的 。 数理 逻辑 中 的 量词 Y,3, 依 日 
常 语言 的 说 法 , 便 是 填 必 作用 环 中 的 空位 去 的 ， 试 以 4(。) 衣 示 
“< RI”, BR 

KERT 5% 4{ 张 三)， 

WART 应 写 为 AY) 

AZART 应 号 为 Aa) 

在 日 常 语言 由， 张 三 " “一切 人 "“ 有 些 人 "都 是 主语 ,都 应 该 填 到 
所 作 男 的 函数 的 空位 处 去 .同样 道理 ， 算 子 也 应 该 读 人 所 作用 的 
缉 数 的 空位 处 去 。 

但 是 ,必须 注意 ,就 个 体 数 ] 或 画 数 的 填 人 而 言 《 亦 那 ,就 迭 辕 
TE) 它 既 是 可 区 深信 的 , 亦 是 可 以 分 配 的 、 试 以 eNe 表示 
把 。 填 人 到 函数 fe 的 空位 = 处 , 那 未 我 们 有 ， 

fete)){a} = HEAD (深入) 
al- eretet a} malaa) 
BHATARI. Pie RBE 
r8[92= e°] =3 
Serie = 90 = 9 
# TE[9 ~ 1] = 9 tie?, 即 算 子 是 不 能 深入 的 .又 
rite2(62e)} = 2, 
但 
rtietaerü(62=e) = 0=6 = 6, 
两 者 不 等 > 故 算 子 亦 是 不 能 分 配 的 ， 因 此 ,我 们 不 能 把 算 子 ri 写 
到 空位 = 那里 , 即 不 能 写成 Ki) MEASAR rüf(e), 以 表示 


“BAT ni 作用 于 中 的 空位 < 处 ,既然 不 能 把 “xi” 写 到 空位 
= 那里 ,事实 上 便 具 能 这 样 书写 了 。 这 样 ,约束 空位 的 本 质 便 很 清 
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楚 上 明白, 没有 性 何 难 于 理解 之 处 . 

旧 说 法 却 不 是 这 样 ,他 们 把 作用 域 不 是 写成 函数 或 谓词 ,而 是 
写成 项 或 公式 (含有 变 元 的 )。 于 是 他 们 人 恒 区 分 结束 变 元 与 自由 变 
元 ,或 者 同 是 变 元 ,但 区 剥 约束 出 现 与 自由 出 现 . 前 法 认为 这 
两 种 变 元 是 本 质 不 相同 的 变 元 , 斋 用 不 同 的 字母 表示 ,在 组 成 规 幅 
中 ,个体 变 元 一 项 人 策 区 曾 自 由 变 元 与 约束 变 元 后 -~ 说 花 认 为 两 
者 都 是 同样 的 变 元 ,但 如 果 前 面 有 Q..: 或 Tee 或 ot 时 , 变 元 
* 便 是 约束 出 现 ,如 杂 前 夯 没 有 这 些 以 * 为 指导 变 元 的 约束 词 时 ， 
醒 是 自由 出 现 . 

两 种 说 法 各 有 利 证 .严格 区 别 两 类 变 元 的 巡 人 外 (或 权 筷 ) 是 ;两 
者 本 质 不 同 ， 约 束 变 元 不 能 代 人 ,与 自由 变 元 有 本 硕 的 区 中 ,不 应 


混 而 为 一 ， 而 其 毛病 是 : 约束 变 元 本 身 是 什么 食 豪 ?> 含有 约束 变 
元 的 项 或 公式 , 例 虹 a.f a). Pla) 3 BAB Z RRS: EB 


Ple) 而 得 wePiej,zcP(e)。 后 两 者 意义 分 明 , iH Pea) 的 意义 恒 
不 分 明了 ,而 车 fa), Pa) rh, s 是 “未 受 约束 "的 "约束 " 变 元 :说 
法 也 过 于 古怪 ， 认 为 两 者 属于 同类 变 元 的 说 法 ， 好 处 是 没 况 约束 
谈 元 (只 有 约束 出 现 ), 理 论 清楚 明白 ， 而 其 毛病 是 : P(x) 是 依赖 
于 * 的 ,加 上 Vz 以 后 ，YxP(x) 反 与 * 无 关 , 这 便 使 得 约束 词 的 
作用 很 是 奇怪 。 其 次 ,两 种 变 元 性 质 本 来 截 汰 不 同 , 如今 兴 为 是 同 
类 的 变 元 ， 很 容易 混乱 。 使 得 运算 时 以 及 表述 结果 时 都 筑 时 刻 注 
意 ,否则 会 引起 麻 业 甚至 于 会 出 现 错误 . 

我 们 两 者 都 不 采用 而 使 用 第 三 种 说 法 ， 约 束 河 并 非 把 数 变 成 
数 或 真 假 ,而 是 把 函数 变 函 数 ( 算 子 )、 或 者 把 渭 词 变 或 函数 《于 状 
词 ) 或 谓词 ( 量 河 ), 因 比 作 用 域 ( 被 改造 的 函数 或 谓词 ) 须 写成 函数 
或 谓词 ,不 应 写成 项 或 公式 。 同样, 约束 变 元 处 不 该 使 用 谈 元 而 应 
写 空位 , 夫 眶 该 约束 词 所 约束 的 空位 (函数 及 谓词 必 有 空位 , 不管 
BHRT) 至 于 新 漆 项 处 也 应 该 写 空 位 。 表 明 造 出 来 的 是 函数 或 
亩 润 .当然 写 项 也 可 以 ,这 时 造成 掀 是 对 新 条 空 位 填 以 新 湛 项 后 订 
PROHRA. PAR mottog 硼 应 的 函数 为 p, 58 
列 旧 说 法 所 写 的 ; 
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ar 


应 该 写成 

FenenrreueeofBiy og) 《这 是 函数 》 
或 写成 

rem" age) 这 是 项 ) 
这 恒 是 本 书 所 使 用 的 写法 。 


$03. 可 计算 性 与 可 判定 性 


在 讨 诊 函 数 及 谓词 时 ,定义 域 是 很 重 杰 的 ,应 该 明确 确定 。 但 
在 递归 论 中 ， 定 义 域 永 是 自然 数 集 芍 子 集 ， 如 果 定 义 域 是 全 体 自 
然 数 集 ( 即 检 每 个 自然 数 都 有 定义 }， 便 罩 散 全 函数 及 全 谓语 ， 如 
果 未 必 是 全 体 扬 然 数 集 ， 便 阳 做 可 偏 函 数 及 可 偏 亩 词 。 在 本 书 前 
半 部 分 ,我 们 只 讨论 全 函数 及 全 谓词 ,这 样 讨论 可 筑 便 很 多 .到 后 
来 我 们 才 进而 讨论 偏 函数 及 但 谓词 ， 那 对 我 们 再 对 有 关 情 况 深 人 
讨论 . 

在 递归 论 中 主 朗 是 讨论 能 行 性 。 因 此 对 一 个 函数 的 可 计算 件 
以 及 发 一 个 谓词 的 可 判定 第 ,应 该 有 一 点 认识 ,我 们 现在 先 描 述 性 
地 解释 一 番 , 然 后 在 下 文 再 作 详 细 的 讨论 . 

对 酒 数 的 可 计算 福 是 指 , 当 自 变 元 的 值 x 给 出 后 ， 如 f(x} 
有 定义 , 则 二 以 在 腿 步 踊 内 得 出 该 函数 的 入; 此 外 , 当 FC) 无 定 
文 时 , 如果 卫 能 在 有 乡 步 内 判 知 ,区 说 是 可 完全 计算 的 ， 如 果 不 
EEA RERA. WR 了 是 可 半 计 算 的 。 医 为 当 f ELER 
们 不 能 知道 , 故 可 计算 性 只 能 是 " 半 " 而 不 是 "完全 ”的 . 

对 户 词 4 的 可 判定 性 是 将 , 当 自 变 元 的 值 * 给 出 后 ; 如 AC#》 
有 定义 且 为 豆 , 则 可 以 在 有 限 步 内 判 知 ;此 外 , 当 AGO 无 定义 时 
或 当 4Cx) 有 定义 有 为 假 卫 ,也 能 在 有 限 步 内 判 知 ， 则 说 渭 词 4 
是 可 以 完全 判定 的 ;如 果 对 其 中 任 一 情况 (4Cx) 无 定义 或 AG) 
有 定义 而 为 假 ) 不 能 在 有 限 步 内 判 知 , 则 说 谓词 4 是 可 半 判 定 的 . 

这 酉 定 六 是 我 们 遵 禾 的 准则 ,必须 指出 ,在 别 的 书 中 的 说 法 床 
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必 与 我 们 的 相同 ,应 该 密切 注意 。 


$04. 函数 ,直接 定义 的 函数 


要 讨论 自然 数 ， 当 然 须 从 函数 着 手 。 所 谓 函 数 便 是 把 一 些 数 
变 成 另 一 数 的 运算 。 例 如 , 平方 函数 (平方 运算 ) 便 是 把 3 ERI, 
把 7 变 成 49 等 等 的 运算 ,一 般 , 把 * 变 成 “的 运算 ,又 如 加 沙 数 
《加 运算 ) 便 是 把 1, 2 变 成 3, 把 4, 5 变 成 9 等 的 运算 ， 一 般 ， 把 
z, Y 变 成 x 十 ?的 运算 ,严格 说 来 。 函 数 并 不 是 指 运算 的 过 程 ,而 
是 指 运算 所 根据 的 规则 。 钥 是 ， 通 常 的 书 中 却 把 函数 既 不 理解 为 
运算 的 过 程 ,也 不 理解 为 运算 所 根据 的 规则 ,而 是 理解 为 对 变 元 称 
运算 的 结果 。 因 此 ,在 通常 的 书 以 及 论文 中 ;大 部 把 

平方 函数 ”理解 为 *? 

加 函数 ”理解 为 = 十 ? 

但 是 ,大 家 知道 , 5 z 十 了 是 项 (严格 一 些 说 ,是 变 项 ,含有 变 元 
的 项 )， 而 项 ( 变 项 ) 与 函数 是 不 应 混 称 的 。 通 常 由 于 把 函数 与 ( 相 
应 的 ) 变 项 混同 起 来 了 ,因此 在 很 多 地 方 应 该 使 用 函数 的 地 方 ， 也 
改 用 变 项 来 代替 。 相 沿 至 今 ， 我 们 反而 习惯 于 使 用 变 项 的 称呼 而 
不 习惯 于 使 用 函数 了 ， 但 详细 追究 起 来 ,仍然 可 以 把 函数 (运算 视 
则 ) 与 变 项 区 别 开 来 的 。 

县 体 说 来 ， 

变 项 是 : zx + y 
相应 的 函数 分 别 是 : 与 十 (或 s + 2). 

平方 函数 应 该 是 :平方 函数 的 填 式 (用 变 元 填 人 空位 处 所 得 
的 式 子 ) 才 是 光一 cc) 

要 完 义 一 个 函数 ,至 少 对 开始 的 那些 函数 ,只 能 直接 给 出 运算 
规则 ,这 叫做 直接 定义 法 。 有 了 若干 个 开始 函数 以 后 ,我 们 便 可 以 
由 人 旧 函 数 而 源源 地 造 出 新 函数 来 了 (这 叫做 派生 法 )- 

现在 我 们 先 给 出 可 直接 定义 的 函数 ， 它 们 可 以 作为 开始 项 数 
(正如 公理 那样 ,由 公理 源源 推出 定理 。 由 开始 阴 数 可 以 源源 地 选 
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出 新 函数 )。 
1. 么 函数 7: 函数 的 值 与 自 变 元 的 值 同 。 
Ix = x. 

2. 广义 么 函数 (或 射影 函数 ) 1... < n < m): 函数 的 值 与 
第 二 个 自 变 元 的 值 同 ， 

Toal ris ta sXe) a z, 

3 PARO: 函数 的 值 永 为 0. 

Or = 9, 
4. BEBEK C: 函数 的 值 永 为 a. 
C) — a, 

显然 ,D 一 C. (BD o, — Cir), 

以 上 四 种 函数 叫做 严格 本 原 函 数 . 

5. 相等 性 函数 cq(x,y); 28 z 一 ?时 eq(x,y) 的 值 为 9， 当 
* 天 7 上 时 其 值 为 1. 

6 @: 当 z,y KIB, z@y 的 值 为 0， 当 xy 有 一 为 0 
时 其 值 为 1. 

7. Q: 当 *,? 有 一 非 0 时 ，z 信 y 的 值 为 0: 当 z,y 均 为 0 时 
其 入 为 1. 

8.N: 当 ? 为 0 时 Ny BIEX z, y 非 0 时 ,其 值 为 0. 

9 选择 荔 数 eene): 当 = 为 0 时 ，at(ryy, z) 的 值 为 
y, 3 x Jo i. RED z. 

ËL ELB 3 ( 当然 还 可 类 似 地 定义 一 些 新 函数 ,读者 试 自行 
作出 ), 可 忆 说 是 元 须 “ 计 算 * 便 可 以 得 出 画 数 的 值 的 《只 须 观察 自 
变 元 的 值 , 或 将 别 空 为 0 或 否 , 便 可 得 出 其 信 了 )， 

如 果 假 定 知道 吉 然 数 之 问 的 天 小 关系 ， 那 末 还 可 定义 下 列 函 
数 ， ` 
10. max: max(z,y) 的 值 是 x,y 中 之 大 者 ， 

11. min: minf zy) 的 值 是 +,》 中 之 小 者 . 
如 此 读 者 还 能 算 道 自然 数 的 次 序 , WEERA RAAN 
谁 是 谁 的 第 n 个 后 比 数 ， 谁 是 谁 的 直接 前 饮 ， 谁 是 谁 的 第 2 个 前 
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驱 , 那 末 还 可 以 定义 下 列 的 函数 : 

12. 后 继 函 数 5; Sr 的 值 为 z 的 直接 后 继 数 (通常 写 为 Sx 一 
xz 十 1, 但 加 法 其 实 比 后 继 函 数 更 为 复杂 ). 

13. HRA D: Dx 的 值 为 z 的 直接 前 驱 《 通 常 写 为 Dx = = 
二 1, 但 减法 其 实 比 前 驱 函 数 更 复杂 。 又 须 注意 , 依 定义 , 0 的 前 驱 
4529 0). ` 

14. 加 法 十 ， x + ?的 值 为 * 的 第 y 个 后 继 数 ， 

15. 减法 二 ;x 一 》 的 值 为 * 的 第 y 个 前 驱 ( 当 > < y hj, rey 
之 值 为 0). 

当然 ,此 外 还 可 能 有 可 以 直接 定义 其 运算 规则 的 函数 ,但 是 我 
们 总 可 相信 ,能够 喜 接 定义 的 函数 必 是 非常 简单 的 ,比较 复杂 一 点 
的 函数 便 不 可 能 直接 定义 了 。 要 得 出 新 函数 使 须 使 用 派生 法 了 . 

此 外 述 有 一 些 函 数 可 以 由 上 曾 的 简单 函数 及 后 面 介绍 的 算 子 
入 作出 ,但 它们 在 中 学 里 已 经 学 习 过 ,读者 早已 熟知 ， 在 未 介绍 下 
文 的 算 子 之 前 ,在 举例 中 我 们 不 妨 引 用 (正如 上 文 已 引用 了 平方 汗 
数 e 那样 )， 这 些 函 数 有 : 

16. 3 88 8 e. 

17. EE e, e. 


18, n 次 方 根 整 部 [Y 。 10 为 具体 数字 )。 
19. REAR lejal a| (aef — o). 


20. PMRAM lense) CIE rs(z,0) = z). 
21. FAR cp. 

22. 最 大 公约 数 dleie), 

23, 最 小 公 倍 数 1m(e,, e). 

24 第 “个 素数 P.. 

25. 素数 方 畦 pe;〈 在 ea DRAR Pa AE) 
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105. ARGE 


ERTER LERNA — AE, MEE, RPE RAE 
MARENE. : : i i 

直接 定义 法 祖 当 于 给 出 公理 ， 是 我 们 的 出 发 点 。 没 有 直接 定 
义 的 函数 ,正如 没有 公理 一 桩 我们 根本 不 能 起 步 ， 从 而 也 就 根本 
做 不 成 任何 事 ， 但 直接 定义 的 函数 必 是 很 简单 的 《正如 公理 一 般 
是 很 简单 很 臣 灵 的 一 样 ) ,一 般 说 来 ， 个 数 是 不 多 的 。 要 想 源 源 得 
出 新 涵 数 ,只 有 使 用 派生 共 ， 正 如 要 想 源 大 得 出 新 规律 (定理 ), 必 
须 使 用 淮 导 一 样 ， 在 蕉 时 定理 时 ,我 们 必须 使 用 推导 规则 、 同 样 、 
在 派生 新 削 数 时 ,我 们 必须 使 用 算 子 及 到 置 子 . 

算 子 , 推 导 规 则 ,其 本 质 与 函数 完全 想 襄 .函数 是 把 旧 数 变 成 
新 狐 , 算 二 是 把 衣 渤 数 变 成 新 孙 数 ,推导 规划 则 把 委 定 理 变 成 新 定 
理 , 都 是 一 种 改造 工具 ， 

在 派生 法 中 ,我 们 又 分 成 两 大 类 、 一 类 是 选 填 ( 私 慎 ) 造 (用 选 
E*) 一 类 是 算 子 法 (使 月 真正 算 子 ， 即 选 置 子 以 介 的 算 子 )， 这 
机 类 的 区 别 在 什么 地 方 呢 ? 

由 廊 滑 数 而 闭 新 函数 ， 那 末 新 要 数 在 某 个 变 元 组 伏 的 值 当 然 
与 各 旧 肖 数 {在 某 些 变 元 组 处 ) 芍 值 有 关 ， 如 果 所 依赖 的 旧 医 数 的 
值 的 个 数 是 囊 定 的 ,这 个 数 不 随 新 函数 的 变 日 纸 的 改变 矶 改变 的 ， 
那 末 该 新 函数 便 是 白白 通 数 选 置 而 作成 ， 如 果 所 依 闲 的 旧 恬 数 的 
值 的 个 数 不 国 定 , 它 随 新 通 数 的 变 目 组 的 改变 而 改变 , 那 末 该 新 函 
数 便 是 由 算 子 法 (使 用 真正 算 子 ) 而 作成 的 

为 强 漂 这 个 区 中， 我 们 今后 所 谤 的 算 子 将 不 包括 选 填 子 ， 亦 
即 , 当 我 们 今后 说 到 算 子 时 ,都 是 指 失 置 以 外 的 真正 算 子 . 

现在 先 讨论 选 置 ( 亦 可 写 为 倒置 ]. 

一 般 的 选 置 是 :由 外 函数 feien SARR peut ss 
trt, Emeni Enan 选 置 坦 的 函数 将 如 下 定义 : 设 空位 cu,……， 
cns eos acaiw 的 总 集 记 为 eote cr WARRE r 


tor, 处 的 值 本 是 如 下 所 得 的 项 【momo 等 等 RLA: 
Ma(za, 有) Bm rm araca?) 
所 得 的 新 函数 育 记 为 
Hgs( es s est)s ss Ba cas "semtm)), 
故 有 下 列 的 等 式 ， 
其 Eee Bn em -semm) (xs s za) 
fg tast sre) taal tms km))， 
EE: REKAAN z BOEEN 2 本 身 以 及 具 宗 的 常数 以 
及 参 变 教 在 内 的 , 即 不 但 雯 人 似 函 数 还 可 填 人 以 常数 或 空位 本 身 。 
如 不 包括 这 些 , 那 末 便 不 能 第 作 汪 一 般 的 先导 了 . 
这 种 一 般 的 近 置 还 可 作 一 个 推广 ，、 那 便 是 并 不 是 都 按 一 种 方 
式 而 选 置 , 却 是 按 不 同 的 情况 而 作 不 同 的 失 轩 (可 奉 若 干 称 情况 ) 。 
这 种 派生 鞭 通 常 叫做 豆 合 定 图 ， 录 面 看 来 , 它 与 选 蔷 法 蕉 芍 不 局 
通常 也 以 为 它 与 选 置 有 别 ,实际 上 深 合 定义 是 先 置 的 一 种 ,只 贫 使 
用 两 个 怪 殊 的 通 数 便 可 以 肌肉 是 囊 示 它 丁 。 所 谓 况 合 定义 是 如 下 


REEK: 
[Kett sen) HRPE Alenes) 成 立 ; 


lalen sen)。 当 条 件 Alette) 成 立 ; 


errira), HRE Alen ca) 成立 
VHalen aes)， 此 外 . 
如 果 诸 条 件 À, 是 穷尽 的 ， 即 对 任何 的 astet, +。， 它 们 均 满 足 
REDRE 4， 则 最 后 一 行 可 省 ( 写 上 去 当然 亦 可 以 , 但 无用 ) 一 
般 , ERF A 是 梳 此 不 可 兼 的 ， 即 任 全 的 nieee 它们 至 多 
只 汉中 一 个 条 忻 ,如果 有 可 兼 的 情况 , 可 约定 : 这 叶 按 在 前 的 条 和 任 
HHR CAW, 当 A, A 同时 成 立时 ,网 A Uñ fa). FERE, 
RPE A TA FIDER: 
Alest en) = alt(ct /As h aleletAn hoalt( A, fte 
tc 有 
因为 , 当 A RR, tA = 0, £ EO B, A hk ATB] A 
取信 aaa. -), KRME 4 成 立 : 则 aa, 一 0 而 # 取 和 值 


aita 


h, AAA Rii atleta). MEFE WR 二 4244 £ 
FRE UA 必 取 值 大 *:。 显 见 , 上 述 的 等 式 是 成 立 的 . 

RR ST 6 Ik R Sa. 如果 我 们 对 复合 函数 给 
以 特殊 的 名 称 F, 那 末 该 函数 作用 于 项 ,+… ,ao 的 结果 ， 亦 部 该 
ERE a,-…,c。 处 的 值 ,当然 就 是 Flosta), AEREA 
往 的 做 甘 , 对 迹 置 所 得 的 该 函数 并 没有 特殊 的 名 称 ,而 只 有 该 函 
BIJE notet, x， FADER, WX A, BEIA 2i 
Sirota). TE PCr troto) 相应 的 函数 作用 于 mms， …:zw 时 
所 得 的 值 记 为 em，m: …，can)、 我 们 当然 不 能 说 “将 8 作用 于 
Ditt iDa, BRRR 在 mm，…yae 处 之 值 "， 历 只 能 说 :“ 在 
中 对 《x4,*……szo】 处 处 代 人 以 Cm，:-…0s)”。 这 个 运算 可 记 为 


pyrpy te ead, 


的。 
. (us ). 

由 此 可 见 。 所 育 代 人 运算 实际 上 是 “复合 区 数 的 作用 运算 "或 " 求 复 
侣 函数 在 某 变 芭 处 之 什 " 的 运算 ,如 果 我 们 引入 空空 ， 邵 林海 台中 
的 am DIBER etsen DE etres MR 
(gh. 上 文 的 复合 函数 F) E, P i JERLER- 
a) KERERE URENA RAH atsa. DE 
MAHLER RAS “cb se。 处 便 成 了 ， 到 于 通常 对 代 人 运 
算 要 在 种 种 的 限 部 需 作 各 种 不 同 的 注意 。 那 关 因 为 出 现 “ 约 束 变 
元 "全 又 在 作 月 域 中 作 代 入 的 结果 ,我 们 路 以 不 容 洗 对 约 训 词 的 作 
用 域 中 的 这 位 作 代入 ,这 种 卫 制 及 注 章 便 不 项 既 了 . 

BAER TAARTE MEIER I 各 空位 沟 作 代入， 
Të WEB 的 空位 个 数 沁 相同 (FX r), MERE atise 
GERE MARA), REKREO F, DEBE EBR E: 

fg Bas" >En) 
对 别 的 一 般 千 置 开 言 ,外 台数 的 空位 不 是 多 部 代入 或 者 为 函数 的 
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一 般 也 记 为 


空位 不 全 部 相同 ,这 时 结果 函数 的 空位 必须 一 一 标 出 ,例如 
fgicicas C1982613 ye2es) 

如 果 仍 写 为 Henten Bs) 未 有 代 人 处 写 一 个 点 )， 那 便 犯错 误 
T. 但 是 我 们 可 以 引用 广义 么 函数 而 写成 

fg uly la, Bl gal»). 
由 这 例子 可 以 夏 见 ,如 果 使 用 广义 么 函数 。 那 末 , 可 汶 不 借助 于 空 
位 符号 也 能 将 复合 水 数 明确 妆 写 测 、 但 是 ， 空 位 概念 是 函数 与 谓 
词 松 念 的 主要 组 成 部 分 ,空位 符号 的 引信 是 非常 自然 而 合理 的 ,不 
必 回 如 . 

这 个 一 般 的 先 置 有 种 种 特例 。 

(一 ) mm) 选 置 ” 当 了 为 拉 元 函数 ( 即 je ce) 而 各 8 均 为 
?元 函数 , 且 空 位 均 为 ese, 时, 这 种 选 置 的 结果 记 为 Keo 
trafa). RI 

Flers t t sEm antte) 
ti EA GEE PEETS 2 ETETE 3] 
显然 ， 由 这 结果 少 变 元 的 函数 可 以 看 首 多 变 元 的 函数 ， 常 数 
《可 以 涪 是 = 元 水 数 ) 亦 可 以 看 作 多 元 函数 .因为 我 和 显然 有 : 
ghar x3) = gU asm Ta) (rtt azo)。 
BL= 88 8&uf bi EE n TARG > 3). X. 
a= Caha) = CKI a)r- gtn) 
亦 妈 常数 可 以 看 作 一 元 乃至 * 元 函数 . 

这 样 使 容 易 看 见 , 一 般 的 选 置 可 以 化 归 为 (mm:=) E B. Fl, 
对 上 文 所 提 到 的 一 般 选 置 而 言 , 设 空位 east ta matto 
Enin 的 最 大 是 码 为 WRA 

(er 一 
(QRU, D AEDA 
Halens trem) Belenis taman) 
= ella slam) agal rmt o lemand) 
这 样 作 了 两 次 (m,n) A EEEREN. MARTI 
说 ,有 了 本 原 函数 后 ,一 般 的 选 什 可 以 化 归 为 (两 次 儿 msm) 选 畦 ， 
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SERN (m, n) 选 置 代 某 一 般 的 选 置 ,并 认为 本 原 函数 永 
ZTE. 

bk, ERR ERA FAAA E ETE, 

(Z) SAIE 将 Hensem ts e) ER 

LO 
(到 将 第 空位 与 第 ; 十 + 空位 对 调 )， 我 们 黎 道 ， 只 要 连续 地 将 
相 令 的 西 空 位 对 调 ,最 后 可 将 任意 本 空位 e 与 e 对 调 . 

(5) 空位 混同 ”将 其 euenes yes) 变 成 所 cscoes rs 
co 即将 第 一 第 二 空 科 变 成 入 向 的 空位 , 即 代入 的 变 什 必 须 相同 ). 
再 利用 变 元 到 调 ， 我 们 可 把 任意 两 个 空位 泥 间 .再 连续 实施 若 二 
个 空位 滥 同 运算 ,我 们 可 把 任意 若干 个 空位 [甚至 于 该 妈 数 的 全 闲 
空位 ) 混 同 ( 从 而 变 成 一 元 函数 )。 

《四 ) 一 处 代 和 人 将 最 后 一 个 空位 代入 以 另 一 个 函数 (该 函数 
亦 可 以 是 常数 。 这 对 周 做 一 处 特 化 )。 媒 由 fe sen) 及 ge 
-ee 而 作出 

Hasse ess emsg ements" sents 
利用 空位 对 调 。 我 们 可 以 对 任何 空位 处 作 代 人 。 再 连续 实施 一 处 
代 人 ,结果 可 在 着 干 处 (甚至 于 在 全 体 空 实 处 ) 都 作 代 人 ,这 样 便 林 
得 到 一 般 的 选 置 了. 

由 过 所 论 可 见 利 用 (二 )( 三 ) 四 ) 亦 可 以 得 出 全 体 的 一 般 选 时 

卫 ， 读 者 或 许 以 为 只 由 (二 )( 四 ) 即 可 得 外 ， 但 如 把 ( 三 ) 也 看 作 一 
处 代入 (在 空空 处 代入 以 a), 那 只 是 空位 代入 以 空位 并 非 空位 
PA DIB. MRB == f e 可以 看 作 攻 区 了 ,从 而 (三 ) 可 以 大作 
在 空位 s 处 代入 区 1。 结果 得 Henlen ,es)， 这 又 使 用 了 
ART, MASRNEERARERIARKH, ARR 
是 立 该 独立 出 来 的 ， 

定义 、 从 一 些 已 知 函 数 与 函数 ( 变 元 ) i 经 过 有 限 次 选 置 而 得 
的 函数 ,可 以 看 作用 -个 选 置 子 对 了 作 轴 的 结果 ， 

in, IUE + 2 NGO) ETER A KO 
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因而 有 


A Ke) = Hf(x + 2. YN)), 
<=) 


A Z = ((z + PNY. 
Exoy) 


A += [(xz+2:-y+u)N( tu) + a. 


ary) 


当 一 个 选 置 子 作用 于 f 时 所 使 用 的 f 值 的 个 数 数 是 A E 
例如 上 面 的 选 置 子 只 使 用 三 个 } 值 。 因 此 选 置 子 比 一 般 的 算 子 要 
简单 得 多 。 


定义 ” 设 有 一 集 函 数 M。 如 果 当 f(m 元 )，g:,……>8m 属于 


好 时 :由 了 对 名,…* ,gm 的 迭 置 所 成 的 丽 数 也 属于 M， 则 说 M 对 
选 置 封闭 ， 

容易 看 见 ,利用 挝 置 羽 后 ,上 列 的 那些 简单 讨 数 很 多 是 可 以 彼 
此 定义 的 , 亦 即 具 须 直接 定义 了 更 少 的 简单 函数 后 ,其 余 的 郴 数 便 


可 由 选 置 


明 对 任何 变 值 ,左右 两 边 均 相等 ,》 


1 
2 
3 
4 
5. 
6. 
7. 
8 
9 


10. 
li. 
12. 
13. 


. C,x = SS.+.SOx (a 个 5), 

.Nx = 1Nz，( 这 可 看 作 N (一 元 ) 的 定义 .) 
. z@y = N(NzQNy), WEA D7, 

,. *Qy = N(Nx+ONY)， 亦 写 为 z@y, 


*Ny = alt(7,x,0), 


n alt(xz,y,z) = max(yNz,zN2z) = yNz + sN 
- max(z,y) = z + (yr) = y + (x+y), 

~ min(x,y) = <= (zx—y) = yty), 

一 max(z—y, yta) = (z—y) + (y—x) 


作 汪 的 定义 ) 

eq(x,y) = N°(z=-y) = N(N(xy)}N(y=x)) 
Serl 

Dr = x21 


m= x. 


而 得 了 ， 现 在 列 出 如 下 ,读者 可 自行 验证 以 作 练习 . (证 


《这 可 看 
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l4. y=z> B + rs(y, z) 


15. Nx 一 ] 二 x 


我 们 还 利用 选 置 来 表示 函数 的 很 多 性 质 - 
506. 特征 函数 


EX RARA AG... ,cm) 及 一 函数 Kentte, em)， 
WRH ACs sta) RIR flot trsta) 一 0 而 当 Aaea 
ta) RREN, aotsa) 一 1, 则 说 了 是 谓词 4 的 特征 函数 ， 

根据 函数 ct 的 定义 ,我 们 立 得 

定理 1 Aleti, em) 是 谓词 Aletta cr) 的 特征 函 
g. 

定义 ”没有 一 数 集 C。 亩 词 € C 的 特征 函数 也 叫做 数 焦 C 
的 特征 函数 ， 

由 上 知 它 可 表 为 alee C), 

可 忆 指 出 ,根据 数理 逻辑 的 分 析 。 数 论 上 一 切 亩 词 都 可 以 由 基 
本 调 词 e 一 6 应 用 命题 联结 词 与 两 个 量词 而 作成 ， 因 此 我 们 可 
以 根据 谓词 4, 数 集 C 的 结构 而 把 m4 或 alee C) HEARR 
表达 出 来 . 

最 基本 的 谓词 (相等 狂 ) 的 特征 函数 极 易 求 出 如 下 : 

a = 0 的 特征 函数 是 egleisa). 

此 外 的 谓词 的 特征 函数 是 : 

< < o 的 特征 函数 是 Ne(e-- cs) 

e, < e IRTEE Merei). 

为 ea EDET ERRO Nrst ess ez)。 

e 为 平方 数 的 特征 函数 为 Mletiv e P) 

等 等 ,读者 可 自行 验证 ， 

EX MRR AIRRA h T hhe MM AE MCA 

为 M DWA 
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定理 2 ”如果 函 数 集 M 含 有 函数 cq, 则 谓词 4 属于 M ， 人 恰当 
R a REAR A TARE M. 

EX ” 设 有 一 医 数 集 M, WRR A.B 属于 M 了 时 ,由 4, B 
应 用 命题 联结 词 而 作成 的 调 词 亦 属于 M , 则 说 以 对 命题 联结 词 圭 
Bi WRR ATM, Vedle), ace4(e) FRF M, MR 
M SE 13 E, 

定理 3 WpAEB3 MES FPS 300 1 ija Say 联 
结 词 对 闭 。 

U) oNes, (2) 203) ei, (4) ne (5) ee 

证 明 我 们 使 用 下 列 区 联结 词 符号 ;一 ( 非 ), {或 )," 入 《 且 )， 
一 (如 果 …… 则 …) ,一 > (恰当 ). 我 们 有 

ct(44) = Wed = 1—ct A = 0 oo Ocd 一 0 四 cd 

ct( AV B) = cANcB = ctA (cA etB) = NetA QNE 

一 Ntctd 人 crB) 
ald AB) = aA = a—(—4V B) 
<t( 4 — B) = ctBNcti4 = el 14 V B) 

于 是 定理 不 难得 证 . 

还 可 引入 谁 将 征 函 数 ， 

定义 ”如 果 当 滑 词 4(a，，… e.) 成 立时 Hetero Cay 为 
0, WEHR Alette) 不 成 立时 所 eye) 有 定义 但 非 
0, 则 f 做 谓词 4 的 准 特征 函数 ， 

定理 4 HAHAERERAA f, RADE E A 
Nf. iD 
因此 ,只 要 效 到 了 准 特征 焉 数 ,特征 函数 也 就 找到 了 ， 在 今后 
我 们 每 每 找到 了 准 特征 函数 便 成 了 ， 不 必 再 康 N 以 求 特征 贰 数 
T. 


BEJE, Rir 8 Se A EREN AE ERA H exNes 
KRET AEF BIL AIR ERR. 

SHAT n, 表示 求 根 算 子 ， 即 nife) 表示 FG) 对 = 的 
最 小 零点 或 无 意义 \ 当 Ke) 无 零点 时 )。 
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设 4(e) RERA ale) M 
BeAle) 的 " 半 " 特 征 函 数 为 riele))。 


Vedle) R E 特征 函数 为 *(rHNe(e))。 
WRA e AC) REM riale) 有 定 文 且 表示 使 (e) 为 


0 的 最 小 (1829 z), MT z(a) 250. 如 果 Ale) 不 成 立 ， 
则 iele) 无 定义 从 而 elrtia(e)) TEX ARA 3e4(e) 成 


立时 aliate) 之 值 为 0, 不 成 立 对 其 信 并 非 1 而 是 无 定义 . Z 


样 它 便 叫 做 半 特 征 函数 . ! 
当 Wedle) RI, Nale) KRH 0, rtiNale) 无 定义 ,从 


而 a(riNa(e)) 亦 无 定义 ， 当 Ye4(e) RREN, KEX ai 
Nal。)) 为 1。 因此 z(riwWa(e)》 亦 只 是 半 特 征 函 数 。 而 且 只 当 
Vedle) 不 成 立时 才 表 示 其 情况 。 这 是 另 一 种 半 特 征 函 数 。 
如 果 我 人 对 算 子 ri 作 下 列 定义 : 
nale enia) — 当 d(O) 有 零点 时 ， 
=0 当 ale) 永 不 为 0 时 


那 未 ,显然 有 

ae4(c) 的 特征 函数 为 a(ni*a(e)), 

vedle) 的 特征 函数 为 (ri*Nale)), 
但 这 时 ritale) 却 不 是 能 行 可 计算 的 , 即 mit 不 是 能 行 算 子 ,区 | 
ARE iele) $0, 我 们 也 可 能 不 能 发 现 它 ， 从 而 不 能 判 知 其 
值 ， 在 递归 论 中 我 们 强调 能 行 性 ,因此 对 引 V, maj H F 
特征 函数 无 不 愿 使 用 其 特征 函数 一 一 那 是 不 能 计算 的 函数 . 

还 应 注意 ;对 谓词 Yeiaead(eyc) 或 3eyeadktese) 言 , 甚 


至 寺 涯 半 特 征 函 数 也 不 能 作出 . 
在 很 多 情况 下 ， 我 们 可 不 使 用 一 般 的 量词 而 使 用 受 狠 量词 如 
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下 : 
Be<nA(s) 4 以 下 在 <。 使得 AC, 
Ve<nAle) n EFH e HEA Ale). 
我 们 用 算 子 Bonn EBET) EBI Bomae) AR 
Bouf(0O)(1). - (Da). 
(而 召 为 一 个 给 定 二 元 函数 ). 
显然 我 们 有 : 
lac < s4(z)) = N! Ale) = N Nudle) 


(Ve < nA(e)) = N x aale). 


读者 可 自行 验证 . 

通常 我 全 所 远 盘 的 户 词 大 者 基 由 基本 的 谓词 (如 6 一 6， 
n< s 等 ) 经 过 命题 联结 词 与 量词 而 作成 , 绝 大 多 数 的 量词 又 可 
改 月 受 限量 词 , 轴 此 其 特征 函数 都 可 以 作出 。 

噬 然 命题 联 续 词 及 受 限 量词 的 特征 函数 都 肯 助 于 Y Rk N Sk 
TFB RRA HERBAR DERE, 


507. 瑟 对 函数 


ET UARRA., TUAR AATED ETR EO 
而 看 作 ) 多 变 元 的 函数 ， 昌 这 只 在 一 定 目 的 之 下 (比如 ， 为 整齐 起 
见 , 把 各 函数 的 变 元 个 数 邢 得 相同 ) 我 们 才 需 要 这 样 数 ， 理 则 一 般 
说 来 ,多 变 元 函数 的 仁 质 远 比 少 变 元 函数 的 性 质 来 得 复杂 ,把 性 质 
简单 的 项 数 看 作 性 质 复杂 的 函数 是 没有 好 处 的 . 

亚 相反 ,我 们 非常 戎 望 能 招 多 变 元 的 函数 改 成 少 变 元 的 函数 ， 
能 够 改 成 一 元 函数 那 是 再 理想 不 过 的 了 【因为 一 元 函 玫 是 最 简单 
的 ,至 于 " 元 函数 实质 上 是 常数 ， 不 属于 函数 了 ). BARAA 
APELAR? 在 实 变 元 函数 中 。 因 为 我 们 处 处 要 求 连续 性 甚至 
于 可 徽 性 ， 这 知 改 变 是 很 困难 的 甚至 于 是 不 可 能 狼 ， 但 在 数论 函 
数 中 BOE kE Ska H AR. MA ESE C ga hi aras 
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性 ) 等 要求 ,这 栏 的 改变 却 是 可 能 的 甚至 于 是 容易 的 。 

办 法 便 是 : 设想 把 ”元 函数 化 当 为 一 元 函数 ， 只 须 对 每 个 
元 矢量 (+4,… .xm) 痢 对 应 于 一 个 数 ORRE A), E 
REBRE (Coz) 后 永 可 以 找 重 其 编码 , 设 用 隐 数 /而 
Ri: 


z= Jalat zs); 
反之 ,给 出 一 个 编码 < 后 , 永 可 以 找 出 区 "HABERE Opt 
z.) BAAR K..K,,--.. K. 而 找 出 : 
£, = Kizza = Kiz, ,xe = K,z, 
从 而 恒 有 ; 当 1< < aht 
Ker tat) = tra 

这 样 一 来 ,我 们 便 有 : 

Harst t sën) = HK os Kadut tta Kadn Eitt Te) 

= fÒ(K, Rast tt Kaala atn) 

从 而 ， 一 般 的 = 365838: 了 便 可 以 囊 为 一 元 函数 ARKi Ka) 
£ — 4 EPS n TAA J, DAEA. J, 的 性 质 可 以 
预先 作 详 尽 而 透彻 的 研究 。 从 而 对 了 的 性 质 的 研究 便 可 代 之 以 对 
一 元 函数 KK Ki... ,Ks) 菜 研究 了 。 沁 也 正 是 实 玩 了 上 文 的 
希望 

要 对 4 元 矢量 作 编码 ,可 先 对 二 元 矢量 编号 ,利用 二 元 矢量 药 
编号 极 易 得 到 *# 元 矢 最 的 编号 了 ， 现 在 我 们 先 讨 论 二 元 的 情 沈 . 

EX WR TAA pg 与 一 元 少数 K, L 之 间 洪 足下 列 的 
配对 条 忻 。 则 说 它们 组 成 配对 函数 组 , pg 叫做 配对 合 苞 数 ，K, 工 
分 别 上 果 做 配对 左 、 右 函数 : 

Koglerser) 一 eo Epelera) = er 
FERE FA RAREN ARA MENEREN E 
1. pelene) = (e, + eaP + e Ke = raiye P, 
Le = iyl e 1 Kes 
2. pelee) = (lat aP Fay Fe, Keeser 


ea 


Le= Kiv e]; 


3. pelen ed = (JEE + a) +a, Kec olV h, 


Ke +i 
te= ele [EH]; 
4 pale.) = 2% - (Zea + 1), Ke = epes 

Lem sea]: 

5. pleier) = 2% - 3a, Ke = epe, Le 一 pe 

ERDA Taou TEATRAR ， 后 两 组 用 到 
HEN, 3 以 及 素数 方 窜 cp， 是 比较 复杂 一 m, 组 是 在 下 文 这 
论 中 ， 完 全 就 一 般 钓 本 对 男 数组 立论 而 不 怠 于 哪 一 组 具体 的 配 充 
RWA, 

为 今后 芍 引 用 方便 起 见 , 我 们 引进 一 些 定义 . 

定义 ODAR pg(0,0) 一 0 (WME Ko = 0,LQ = 0), 则 说 
该 配对 函 炊 组 是 从 0 开始 编号 的 . 

(2) 如 果 pglx,》) Kal MARATE, 

(3) 如 果 pg(z.y) 对 x 递增 (y 辐 定 时 ) ,对 ?步道 洪 (z 固定 
BF), HZA RANNER, h TERETA KL 绝 不 可 能 
递增 )。 

(H 如果 peles e) 的 值 域 是 整个 自然 数 集 ( 从 而 每 个 自然 
数 都 是 霖 个 矢量 的 编号 }， 则 说 该 组 是 一 一 对 应 的 、 银 易 证 明 , 雇 
配对 单数 组 是 一 一 对 应 的 恰 涯 BECKe Le) = e, 

(5) 设 有 两 个 一 元 函数 为 8 如 果 当 f5x 关 0 时 必 有 fsx 一 
SEC) P gSx 一 gx, 则 说 了 对 # 平 梯 、( 因 为 这 伴 一 来 , 淄 了 这 步 
增 1 时 ,z 保 污 不 变 )。 如 果 Ke W: Le 平 样 , 齐 该 配对 函数 组 岂 
做 平 梯 的 . 

BIPER 1, 2 RARER 2, 4 不 可 莱 ; #EJR 4, 5 RTE, 
BEER l 2 中 只 能 其 有 其 一 ,在 性 质 4, 5 中 世 只 能 其 有 一 种 。 两 
两 配合 可 有 四 种 可 能 ,但 4,5 不 可 兼 得 ， 从 而 可 知 夺 上 述 的 1,2。 
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4, 5 四 个 性 质 中 ,每 个 配对 函数 组 至 多 只 能 共有 三 种 配合 ， 即 (1， 
4), (1,5), (2,5). 再 加 入 性 质 3, 可 知 在 总 共 五 种 性 质 中 具有 三 
个 性 质 的 只 有 三 个 可 能 , 即 (1,3,4),(1,3,5) 与 (2,3,5)。 在 上 举 
五 例 中 ,第 三 组 具 性 质 (1,3,4), 第 二 组 具 性 质 (1,3,5)， 如 将 第 二 
组 的 编号 加 上 , 即 根据 第 二 组 的 pe KL 而 造 新 的 pg*, K*, L*, 
使 得 

pg*( ere) = Spgleie), K*¿ = KDe, L*e = LDe, 
则 pg* 便 具 有 性 质 (2,3,5) 了 。 一 般 说 来 , 任 给 一 配对 函数 组 pg, 
KK, 工 ,如 令 

pe*(e,e2) = Spgles ei)s K*e = KDe L*e = LDe, 
则 新 配对 组 必 无 零 编号 , 且 当 原 组 递增 时 ， 新 组 亦 递 增 ， 反 之 ,如 
果 原 组 (pg, K, L) EZAZ, WE pg*(a, e2) = Dpg(ei, ea), 
K*e = KSe,L*e 一 LSe， 则 (pg*;K*,L*) 亦 是 配对 组 , 原 组 为 
递增 时 新 组 亦 递 增 。 这 样 继续 作 下 去 ， 最 终 必 能 得 出 一 个 具有 零 
编号 的 配对 组 . 

平 梯 性 很 奇怪 ,平常 也 很 少 被 人 注意 ， 但 在 今后 名 种 简化 中 ， 
它 起 很 重要 的 作用 , 详 见 后 文 . 

现在 再 讨论 配对 函数 组 的 特征 性 质 。 怎 样 的 性 质 是 可 作成 配 
对 函数 的 必要 充分 条 件 呢 ? 

定理 1 二 元 函数 enea) 可 作 配 对 合 函 教 的 必要 充分 条 件 
E: 只 当 (r) = (z,y) 时 才 有 fuo) 一 esy), WIE a, 
s) = flay) 可 推出 (a.c) = (z,y)., 

证 明 《必要 性 ) 如 果 (esa) TERHERE, 则 必 存 在 与 
之 相应 的 配对 左 , 右 函数 K.L, WB Kuv) = iy) 可 推 得 

u = Kilu) = Kilx,y) = z, 
v = Lilu, v) = Li(z,y) = y. 

故 得 Cue) = (z,y). 

(充分 性 ) 设 f RENER. SEX K, L 两 函数 如 下 ; 
x 当 有 7 使 fley) 一 z hf, 
任意 的 g(x) 当 无 ”使 f(x,9) 一 z 时 ;3 


ge 
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r = LA z Ë F(r,y) = z$, 

TERHAD 3436 x dË J(xz,y) — w 时 3 
RER 当 有 sy 使 iey) 一 = 时 则 只 有 一 组 (esy), HA 
Ks 与 Lx HARER- AER KLEN K, L 的 定义 是 合法 
的 .根据 定义 得 

天 所 xy 7) = x, Lf(z,y) = y (对 一 切 +,7), 
故 知 SKL 组 成 配对 组 ,而 f 为 配对 售 函 数 。 定理 得 证 ， 

注意 ,如 果 1 的 值 域 为 全 襄 然 数 集 : 出 定义 中 的 第 二 情况 不 出 
现 ， 故 只 有 唯一 的 怒 对 左 , 右 函 数 ， 如 内 f 的 值 域 非 全 自然 数 集 ， 
例如 x 不 在 f 的 值 域 中 ,这 时 Kz = glr) 而 Lem AG), K, 
工 将 随 h 的 选择 而 改变 ,我 们 便 有 多 个 《的 确 无 穷 多 个 ) 配对 
堪 \ 右 函数 了 . 

定理 2 两 个 一 元 函数 fege 可 必 相 应 的 本 对 左 、 右 函数 的 
必 竖 充分 条 件 是 ， 任 给 两 数 a,2, 联 立方 程 f(x) = z H gl) = P 
DAR. 

证 明 (必要 性 ) 如 果 它 们 可 作 相 应 的 妃 对 函数 。 则 必 有 相应 
的 配对 合 函 数 peleo es)， 这 时 上 面 联 立 方程 显然 有 一 投 pg(a; 
B). 

(充分 性 ) 如 果 上 面 联 立方 程 有 据 ， 任 取 一 根 { 例 如 取 最 小 殷 ) 
作为 pg(z,6), 由 于 a,b 任意 ,从 此 即 可 定义 pg, 它 必 为 相应 的 
AER, EEE. 

EE, 如 果 方 程 生 京 远 只 有 一 板 ， 则 只 有 一 个 相应 的 合 画 数 。 
如 不 止 一 绷 则 会 函数 可 有 多 种 、 对 平 梯 稚 fr WE EAEI 
A+mwe mm. 

定理 3 (A. A. Mepgom) 一 元 函数 f ERTER +: A B 
的 必 紧 充分 条 件 是 : Zt —2 33 Z CCH 2018. PRE 
何 数 a, Ke) 一 < 多 有 无 穷 多 个 很. 

证 明 . 【必要 性 ?如果 可 作 配 对 左 { 或 去 ) 函 多 则 必 有 相应 的 
AER pg 使 得 fogla, b) = a, ik Hx) 一 a KH pg(a, 5) 为 
报 。 由 于 总 可 任意 而 bo == b, 时 必 有 pelasti) = pg(a,5;), 可知 


le 


ftx) 一 。 必 有 无 穷 多 个 根 . 

(RIEME JG) = a 有 无 穷 多 个 根 , 记 为 li = 0,1,2, 
0). MPERER -DEITAR tw， 并 定义 Ua) =i. 对 
于 ia 以 外 的 数 8 则 gC) 可 任意 确定 .显然 ,对 于 任 给 的 ,2 
联 立 方程 组 f(x) = a,g(x) = b AAR a REE, 1,8 
可 作为 相应 的 配对 左 、 右 函数 ， 亦 即 了 可 作为 配对 左 通 数 ,当然 亦 
HAEHAE. 定理 得 证 。 : 

注意 ,由 于 u AERAR, ie 不 能 唯一 确定 , 从 而 相应 
的 有 、 合 函数 吝 以 有 多 种 ， 由 这 定理 还 可 知道 ,只 要 拔 出 一 组 配对 
通 数 组 ， 便 可 以 作出 无 穷 多 组 的 配对 函数 组 .这 是 壤 为 从 其 中 的 
及 吝 久 作出 无 穷 多 个 相应 的 工 及 pa, 【例如 。 例 1, 例 2, 例 3 中 的 
下 都 是 一 样 区 ,但 相应 的 L, pg ARRARIR.) 

出 二 元 的 配对 合 函数 , 极 易 作出 ”元 的 配对 合 男 数 Jles t 
…*,e。)， 办 法 可 有 多 种 .。 

H a= REDRE he 一 Ta， Kr 一 Ix. 

3 n > 1 时 各 办 法 定义 不 同 ， 今 先 列 出 三 种 ， 

第 一 种 是: 六 (za Xa) == bSxiPgxz' "PSgYn PEt 一 z) 
这 上 时 有 Kx 一 x, KLz = 2 KE z = xpi, KLE = x,, 
3FBB3Q418:K, = K,K, = KL, eet, Kpa 一 KL", K, = KL", 
为 今后 使 用 方便 起 见 , 我 们 把 这 个 J. 记 为 《mra sxas0》 

PIRE Jesiotr) 一 pg*Oxa nn = z) 

这 时 有 : La 一 rL Kz = mye LK? = rp p LK ss g, 
亦 即 我 们 有 ;天 一 L,K 一 LK,... Kai 一 LK, K, = LK"! 

第 三 种 是 Jw at) 一 Pi + Pře ePi == z)XP, 指 第 # 
ARERR). BHA z 一 cp, WA Kie 一 cpie 

在 这 三 种 之 中 ,以 第 三 角 最 简便 , 但 是 它 和 用 了 函数 已 (第 = 
信 冀 质数) 及 cps,cs, 这 两 通 数 是 比较 复杂 的 。 

还 可 指出 ， 这 里 所 考 虚 的 *# 是 一 个 固定 数 ， 即 我 们 尺 考 臣 " 
元 函数 从 而 ” 是 固定 的 ， 如 条 我 们 考 虞 用 一 数 表示 有 限 数 列 
(n 项 数列 ), 并 容许 ”可 以 变化 , 那 末 便 须 利用 真正 算 子 才 成 , 
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$ 08， 堆 积 函数 与 求 项 函数 


经 名 我 们 要 用 一 数 = 来 表示 n MARRA {<,} 并 要 求 可 由 访 
数 z 而 戎 出 该 艇 列 的 通 项 a.。 我 们 用 IO 表示 该 投 列 的 通 项 4。 
由 于 计算 = 时 迪 须 使 用 了 的 = 个 值 而 > 是 可 变 的 , 忆 此 由 FC) 而 
求 > 时 须 使 用 筛子 ， 记 为 segete). H s RBI a, 时 则 使 用 
求 项 函数 mese). 
EX WRT scq., 与 函数 tm 满足 下 列 条 件 : 当 “ > 上 
时 永 有 : 
tm(z,seq,,J(e)) = K), 
则 说 seq 2982182. tles a) 为 相应 于 seq 的 求 项 函数 - 
RARER, segale) 吗 做 了 的 堆积 函数 ， 记 为 
PG. 
在 特例 有 : ml, seqsi tle) 一 G), 
土 面 良 殉 的 三 种 表示 = 元 矢量 的 方法 ,即使 ”为 变 元 ,也 仍然 
EE. HERTA: 
《一 ) seqosafle) = pgapgi (Opel) + ° pgf(n)X( = z) 
tm(z,z) = KL's, 
《二 ) seq..s fU e) = pg" Hahi Dn) ADO Jal = z) 
mlz) = LK:z, 
(=Z) seq.,. s (e) = PIOPIO.. PET = z) 
tm(1,2) = ept, 
这 里 所 使 用 的 求 项 函数 都 是 比较 复杂 的 初等 函数 ， 在 后 面 我 
们 将 设法 使 用 一 个 非常 简明 的 求 项 测 数 。 下 面 的 讨 沦 ， 却 是 对 任 
何 求 项 函数 ,任何 斤 列 算 子 都 适 月 ， 
首先 ,由 PG) 可 用 从 置 而 吾 示 Pu), 
E, F) Bl segete), 但 当 í< sw 时 
Ju) = mls, FSw) 
今 引入 函数 G.(u,2) 一 seq.—am(e, w), SN 
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Gilu, f Su) = segoun le, fS 
一 sqa. (ey) = fu), 
即 fa 一 Gilwi 扩 So)， 我 们 的 断言 得 证 . 
其 次 , 庄 fw 与 Kw) CAREER P (Sa). é 
BG) = JG) = mle, u) 3 < u f 
= Ka) 38 r 2 x WJ 
MU gC = aS: ume, fu) fu) B f Su = seq..;.g(e), 
今 命 Guiusv, w) = sequos Sesu tm(e,s} w), MJ 
Guusf uyu) = sq. aalt(Se——u,tm( e, f^n, fa) 
一 seq,. s g[ e) 一 和 Se. 
REINE SE. 

Em Z Pu 可 由 Polo >u) 用 选 置 表示 ,又 ut a) 
可 由 f^n, (Se)... fO T a)(a 为 具体 数字 ) BARER E 
可 自行 作出 . 

RAAH Ile) HERERO 

J" (s,z) = segu -usegu efh Ess ey)s 
E Ha PDU < ii< ry, 命 
w = maxe-rpe x == max, res 
HA: 
定理 1 设 xs* 如 上 所 定义 , 则 有 B, 使 得 
Blu, Pisa Jf (u zi )N(a-p)N(z-=q) 
一 Bl tts nx n f Pg) N up )N (a14). 
换言之 ,任何 式 子 ,其 中 仿 有 若干 个 信 w,xi), 若干 个 (uz), 
雹 可 换 为 一 个 式 于 Bo 其 中 含有 s,z, W, tjs ti xj， 但 只 有 一 个 
Pleg) (3 F 2 w,4 2 £ BF), 

证 明 如 果 p< s 或 < ARATA 0, ERRI, 

WÈ p> u B. ?之 xy, 则 显然 有 

s, ri) = tm(zstm(a , (P49))) 
又 Pn 可 由 POD 及 m,y 而 用 迁 置 表示 。 这 样 把 各 
fü, zu), P lu; z) 均 用 PO, 9) RA, BERR B, 如 定理 
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所 要 求 .定理 得 证 . 

注意 ,这 条 定 幸 今后 常 使 用 ,由 于 P> as q Z x, KARE 
ARAG. 庄 于 只 出现 一 个 1*(p,9)。 故 又 名 日 次 习 从 一 法 ， 此 
外 又 可 叫做 “ 改 用 堆积 画 数 法 ”， 由 于 当 + > w PT. P) 可 用 
Po) OR Un, Pu) = 了 (xs 拉力 如果 在 一 个 式 子 时, R. 
E POTIER A T4, P 2 4)， 那 来 式 于 中 的 硕 六 (>)， 
RRE r 均 可 无 条 件 地 任意 增 大 齐 原 式 仍然 经 续 成 立 。 局 此 之 
区。 我 们 今后 永远 斌 为 : 玲 积 函数 的 变 目 永 可 任意 增 大 。 丰 一定 
意义 上 ,堆积 函数 的 变 目 (任意 增 大 后 ) 可 以 作为 常数 看 等 《当然 ， 
由 二 其 下 陨 不 能 任意 变 小 , 故 并 非常 数 )。 注 意 到 这 点 ， 在 今后 很 
有 方便 ,今后 我 们 常 说 ， 玲 积 函 数 的 变 目 可 任意 增 大 。 
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为 了 ~ 文 的 应 用 我 们 先 给 出 下 定理 。 

定理 1 (P) pg BG .Bn 一 Pel, B.K” y... pgi, 
BK)pgl!,B) 

(Z) pgBipgB:: -pgBul = pg BL”, I pel BaL”, I) +e 
PE Bws7)》。 换 言 之 ,[ 甲 )( 乙 ) 两 式 左 端 均 可 用 (1,1) 和 迭 置 而 作出 。 

证 明 REZ) EFO RERE. 

AE. 4 m = 1 EARR pg(B,,Iy, 

归纳 .讨论 情形 m + 1, 我们 有 : 

pel BL” I Jpgl BaL™ 1.1) pB Bal ,i Jpg Bar?) 

一 ps(B,L”,1)os(B.pgB, PEB anl CHR RE) 

= pg( Bl,pgBapgBy** pgBup8B mtl) 

一 pRB pB ' -p8B,pgB ri. 
即 归 纳 步 又 成 立 。 依 归纳 法 定理 得 证 . 

定义 ” 设 4 芳 mw 元 通 数 ， 则 选 置 子 " 及 # 作用 于 如 的 结果 定 
XA: 
4 m = 15, 4' = 4,4* = pg KAL) 
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A m > 13, A = A(K, KL, e, KL", KL”) 

A’ = pK, A'L) = pg(K,A(KL,K L’, -++ , KL”)) 
显然 ,不 管 亚 秆 为 何 , 4' 与 4* 永 为 一 元 函数 ， 我 们 还 有 : 
A A) (0 为 任意 项 》 

A = LA*F( = Lpg(K,AL)Ppgtl ,1)). 
换言之 ,通过 与 已 知 函 数 的 泛 置 四 4* 可 得 4', 由 4 可 得 4. 反 
之 由 4 而 得 4' 再 得 4* 却 必 须 通 过 对 4 RAE 即 必须 使 用 选 置 
子 ” 及 水 。 
定理 2 (4(B,, Batt- Bm)) = A(B1,B1.-.. BL) 
= A'( (Bi, Bitit, Bs,1)), 
ATZE 
ABL, BL, ,BL = (AlB Bist Bn) YL, 
证 明 没 诸 召 为 了 元, 则 
(ALB, Batta B.)Y=A(B, B... Ba HK, KEL, KL"), 
暂 记 (K,KL,.--, KL") 为 (D). 
+= 40B(DY, BLD), -3 B, ,(D)) 
= 40B Binet, Ba) 
= A'B, Bitte, Ba lY). 
BETPAS B; 换 为 BIL 时 , 便 得 
A((BiL,-.. BnL IY) = A(BiL, BL,-*., BL) 
= A(B:, Bs, Bn)L = (ACB, Ba Bn)) L. 
定理 得 证 . 
定理 3 (A(B,.B,,-..,B,))* 
= A*HaCBHGC BY -+ CBG ne 
这 里 C = pg(L ,K),F, = pg(KL" ,I),G; = pg(, L”), 
证 明 A*H,, = pglK, A'L )pg(KL",I) = pz(KL” , A), 
CBEG, = CpB(K ,B;L)pg(1 了 人) = Cpe, BIL") 
一 pell, K)peU B Lei) = pe( BiL™ tt, I), 
故 得 
A*H,CBrG,- - -CB1G, 一 PECKL” 4 pel BIL”, I) 
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"pea(BnL ,1) 
= pg(KL™,A IBL), -+ (Baal) (BL),T)) 
一 pa(K,4'(C(BIL),-.. (Bual) (BaL) 1))) 
= ps(K,(A(B.,B;,: Bw)) L) 
= (ALB, Batta Bm))*. 

于 是 定理 得 证 . 

由 定理 2 可知, 可 由 A, Bi... BL 与 已 知 荔 数 根据 (2。I] 
(1,1)388PHfEDI (ACB, Bastit, B.Y; 由 定理 3 知 ,可 应 A*， 
Br, BA 与 已 知 函数 根据 (1,1) 选 置 而 作出 《A(B,, Batts 
吾 a))*， 组 成 过 程 中 根本 不 必 使 用 (m,n) 选 置 (zz > 2 或 ?> 2), 
也 不 使 用 多 于 二 元 的 函数 (二 元 巩 数 也 只 使 用 pe) 

定理 4 如 果 M.N 由 一 元 函数 I, d A3,… dk RN 
得 , 则 pg(M N) 可 直 一 pg( 工 ,天 )。 忆 一 pa(1,1) 与 

AFU = pa[K, AL))G 一 12 外 
EO DERT. 

证 明 显然 有 AFpa0M Á, N.) = pg(K, AL)pel Mi N.) = 
P8CMH14iNV4)， 邵 AP 对 pgLM,,N,) 先 症结 办 是 ， 第 一 分 量 M. Á 
变 , 在 第 二 分 量 前 面 如 添 4, EAZA RIIM F = pgt1 ,7) 
日 发 ,根据 六 的 组 成 月 A ERRI 4;, 结 果 便 得 pgt1,N)， 既 得 
pg(1,N) 用 Cc 将 其 分 量 对 调 , 即 Cpg(1,N) 一 pg(N,1). 然后 再 
根据 对 区 组 成 而 用 A 逐次 添加 A, ERER pg(N,M), 再 用 
对 谢 其 分 重 便 得 PgCM N). 

` PAH M = Aididn N = AA. RIA: 
， CAYFAFARCAFAEF = pgl A,A, Ar, A,A) 
读者 局 自行 验证 . 

系 URM, NA K, LI SELIS, MJ pM, N) 可 由 
G= pal LK, ,EL) 与 H= pall, K} 作 (1,1) 挝 置 而 每. 

证 明 ”我 们 依次 作出 下 列 函 数 ， 

GH = ps(LK,KL)p8g(1,K) 一 pg(L ,K2y (HRA F.) 

FH: = pg(L ,K')pg(1,K)pg(1 ,K) = pell) = F) 


+3) 。 


GF = pel LK, KL)pel, I) 一 plL, KIL = C) 

CCH = pel LK, KL Jpg, K Ypa, Kpg, K) 一 peL K) 

(CEEA Fa) 

PC = peL, K’ )pel L, K) = pg(K,KL)( = K*) 

CF, = pgl(L,K pel I, K) = pg(K, LL) = L*) 

ER C.,F,K*,L* AOH ARH KLI 选 置 而 得 的 M,N 
而 言 , 沟 可 作出 pg(M ,N), 于 是 定理 得 证 

定理 5 如 果 一 元 函数 M,N JUUREST Ane, 
As PRETEN pa(M NET Ad G, HEfE(1,1) 
HEMS HEKALI, MN 亦 可 同 被 作 得 . 

证 明 有 了 G,H, 则 上 定理 中 的 豆 %,G; 即 可 作出 ,再 有 4*， 
上 庄 前 定理 根据 MN 的 组 成 可 知 M*,N* FER. 然后 

N*CM*F = pgCKR,N'L)pe(L,K)pe(M'L,K)pel! ,1) 

= ps( M, N) 
其 中 只 使 用 (1,1) 选 置 ， 如 M,N 为 一 元 函数 ， 则 M'= M, 
V = V, i peN) 可 作 香 。 又 因 KpelM,N) = M. 从 而 
定理 得 证 . 

R ”如果 一 元 函数 M,N 可 由 pK, L, 1 作 竣 置 而 茂 ; 划 
pelM,N) 可 由 GH K pg*( = pgtKkK, pg( KI, KI'))) 作 (1,1) 
选 置 万 得 . 

有 了 二 述 结果 ,我 们 便 可 以 把 选 旱 作 进一步 的 简化 了 . 

ERG MRAR G, 及, K 及 pgs(noxo- za 0) 【一 成 
已 经 作出 , 风 一 般 的 (mm, s RETKA, DRRR FIIR 
WRI: ` 

(my 15), (a, 1"): 4E KLIO Sim l ROL Kal) 
与 巴 或 二 元 函数 柜 选 置 ; 

(2*,1*): 把 工 代 人 到 pg WETER, TARRA E 
pg 的 第 二 变 目 去 . 

(l,s*); 把 函数 《ma 和， xn,0)》 与 一 元 函数 和 迭 置 - 【这 里 
mE s RREME HEARREN), 
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证 明 RAC REER (B.B... E (E ID 
D. GRATAR EREDE H j. 

将 普 元 函数 4,n WRR B, 与 KL RRHH AL, BL, 
TBa. 《利用 (ml 50,19). EB6415 pg 各 用 (2, 
1*) 可 作出 pg(1,4'L) 及 pg(!,B;L). 

由 G,H 利 导 (1,1) 可 作出 C, Hus Gr 及 pal(K?,L)， 由 后 
涛 与 二 面 已 作出 的 削 数 利用 (1, DRA 

PBCK’,L pell, A'L) = pel K, ALN = 4*) 
PBCK’, L)pel!, BiL) = pa(K,B;L)( = BF). 

由 人 及 BY 及 ,Gi 可 作出 (ABa Batt BaD BD A. 
然后 利用 【1,1) 作出 LPF =f, BFR (sv; xa 0O RE 
(15,n*) 即 可 作出 f, 即 A(B,,B，,.……,Bs。}， 于 是 定理 得 证 . 

RERU, 了) 外 ，(m,1*),《n,1*) 及 (2*,。1*) 只 用 于 作 A*, 
B# ,以后 只 奈 {1,1) 便 可 得 六 及 了 mO) ARATA Y mE 
t 的 过 程 由 。 

ff. 跌 吉 以 彼此 互相 求 几 ， 国 此 它们 是 可 以 个 此 决定 的 。 
我 们 尽 可 以 不 使 不 了 而 只 使 用 了 ,或 只 使 用 共 , 这 是 一 点 也 没有 三 
义 的 ， 例 如 ,我 们 可 以 说， 

(1) 命 far = eí + es + ere, 

但 亦 可 以 说 。 

(2) A F= K .KL1 + KL=K 
或 (3) $ P* = pglK,(R -KL + KL— KL). 

NB A3M8, F TEMA, CAEDE l E TEMES 
于 处 理 ， 因 得 

定理 7 WP ISRAR f uH 来 代表 《一 元 函数 f 
DA RIMES CH 已 经 作出 后 ， 内 使 用 (1,1) AET 
T 潭 三 所 使 忆 的 函数 完全 限于 一 元 函数 

这 样 送 团 便 心 成 最 简 的 于. 

顺 俐 说 一 名 ,如 果 每 次 先 置 都 是 从 景 内 层 的 区 数 作 起 ， 那 末 ; 
当 造 一 元 函数 时 :六 远 可 以 只 使 用 (m,1) AE, SETER H, 
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AASIRIEFE (m2》 远 置 ,…, 而 当 造 一 项 时 ,永远 都 只 将 项 填 和 信函 
数 去 (不 必 使 用 范 数 与 又 数 的 选 置 }， 而 后 者 正 是 经 成 规则 声 使 用 
的 (将 项 填 信 mm 元 函数 的 空位 处 ,可 以 叫做 Cm,0) 迁 置 ). 

使 用 产 来 代 震 了 还 有 一 个 好 处 .在 使 用 f 及 Onk, 
我 位 必须 候 定 广义 么 函数 无 穷 多 ， 即 我 们 需 使 用 无 穷 多 个 开始 函 
数 ， 如 果 使 用 六 (或 f)， 只 须 使 用 一 个 开始 函数 【( = L) ESE 
T. 开始 双 数 可 以 大 大 简化 

但 是 常 信函 数 Cle EEATT. bra O 
及 后 继 函 数 S, 那 来 一切 常 信函 数 C STARS 对 0 作 。 Ob E 
而 得 ， 开 冶 函 数 只 使 用 三 个 便 驶 了 (0,3 E D. 

Js;C, 叫做 严 烙 本 原 郧 数 。 而 O,I 及 5 叫做 本 不 函 数 。 它 
们 在 今后 寺 论 中 起 很 大 作用 。 
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第 一 章 N 子 
$ 10， 几 个 重要 的 算 子 


王 走 比较 详细 地 讨论 第 子 。 当 所 站 的 新 区 数 在 某 变 上 月 组 处 的 
值 记 恢 靠 的 旧 函 数 信 的 个 数 不 国 定 , 随 变 旨 组 的 改变 而 改变 时 , 便 
不 再 大 登 置 而 是 使 用 算 子 法 了 .为 此 , 我们 先 举 出 一 些 例子 一 算 
子 的 例子 . 

【 甲 ) 复 选 算 子 ” 投 有 一 个 一 元 函数 f, 我 们 可 依次 作出 : 

al= u), fu, Mis) = (P(u)), 
(Pa) (=a), reee ， 
一 般 地 ， fn) = fhu, 
PE Pu BERAT m P: = 的 二 元 函数 并 记 之 为 LWA 
#(#,m) = f'a, MI g(e.Sm) = falu m) 
我 们 说 , # 起 用 (原始 ) 复 送 式 由 f 而 作成 , 记 为 : 
Pa = itte mia mte) 

HT elu, 0} 一 u, gCa,1) = fu, g(u,2) = ffa, g(u,3) 一 
Hiu, DFIG TAAA f AARE KARMAT) 便 可 作出 
s kb Rin ag. Aras EC EAE), BR n) 万 ?个 
FESI, plin, z(s,10) D10 AFRE, ROARAHER 
便 成 ， 当 我 们 把 g A'R = 的 函数 时 , ”变化 了 , e RAR i ER 
A306)54BB8 > 3 (e. RERAN RANTE Y. E 
Ro! P EBUIK T SR BT, DL F63 TiSE]LIiIiPOK 
WR. 

利用 复 渤 趟 可 以 作出 很 多 函数 ， 我 们 在 小 学 时 也 的 确 巧 这样 
做 的 : 


u+tn= itt Se 


tr 
amam 


u + Sn = S(s + n). 


„a 


j- 
non= iute E ° 


=G a+ Sn = u F n, 
x. 
s= jr ure f 1 
ean) m = u. u, 
= 0 = 
#—n = itr De N # 
ertan) u Sa = D(utn). 


(Z) 设 给 定 一 个 二 元 函数 4eez* 再 没有 一 个 一 元 函数 上 我 
利用 4 及 而 造 一 函数 8 如 下 ; 

E(D) = s, 

g(1) = Ag( OHO) — AsJ(0), 

g(2) = AEKA) = Auf), 

g(3) = Az(23(2) = Au OI O), 
— E, z(Sn) = ALHA) = Auf- (a), 

当 4 为 给 定 而 了 为 变 函数 时 ,我 们 说 , z EER 43 EH f 
而 作出 的 , 记 为 ; 


z(X) 一 A... (eY. 
HAX +, o N, maz, min 时 ， 相 应 的 算 子 的 适当 特例 便 
是 透 常 的 选 加 、 选 狐 、 姿 大选 小 算 子 > 即 
Ecke) 一 Honte), 
Fecal) 一 Xente), 
ce) = Nomie) 
max, <aJ( e) 一 max,—sÍ( e), 
min, caile) 一 minote), 
《在 最 后 一 式 中 右边 的 A0) 可 换 为 任意 一 个 较 O) 更 大 的 数 .) 
可 见 ,我 们 通常 所 使 用 的 忆 ，H 及 max, min 等 算 子 只 基 这 里 所 
定义 的 秋 4 算 子 的 特例 。 下 文 我 们 只 使 用 这 些 特 例 《部 初 值 扰 恨 
上 面 所 列 的 给 出 ). 
另 有 一 种 下 4 算 子 是 由 了 而 造 8 如 下 ; 
lO) = s 


= 


(So) = AJ(n)g(n), 
亦 即 £(0),z(1),z(2) 等 分 别 为 : 

ws AK Oju, AFCT AKC Ou ALDAIA ON 这 样 定 

广 的 8, 我 们 记 为 Afan BH 
BER) 一 AZ... (e). 

显然 , 当 4Keoe) 一 Alae) ( 即 4 为 可 换 函 数 ) 时 ,我 们 有 : 
donerrf(e] 一 4)、 如 4 不 可 换 , 两 者 便 不 相等 了 

当 4 为 三 元 函数 Aee 时 ,我 们 亦 可 以 利用 下 式 由 FC) 而 
造 一 新 区 数 slae) 如 下 : 

peo =u, 
glu, Sz) = Ag(sz,x)xf(z). 
因此 ,我 们 有 : 
g(u,0) = u. 
H, glu, Sz) 一 Audi OVL). -nf(n). 
这 个 由 FA BATEU AET, DREIH 
#(z z) = A... (ey, 
它 与 上 面 的 算 子 的 差 绚 在 于 4 为 三 元 而 非 二 元 . 

《两 ) RIAT. 上 面 = 元 矢量 已 借助 于 亚 数 而 用 -~ WET 
我 们 能 由 该 数 而 找 出 该 矢量 各 分 重 ， 这 里 = 是 固定 的 ， 取 此 可 用 
函数 而 求 出 ， 现 在 我 信 想 把 = 项 的 有 限 叙 列 亦 用 一 数 表 示 ， 要 求 
能 庄 该 数 而 找 出 该 有 限 岳 列 的 各 项 ,这 里 # 是 变动 的 ,从 而 求 表示 
倒 列 为 数 便 不 能 肌 函 数 玉 表 示 , 必 须 弄 肪 于 算 子 了 ,这 个 算 子 岂 做 
BARF. 

叙 列 算 子 不 止 一 个 , 而 有 无 穷 多 个 ,我 们 可 以 根据 其 体 情 况 而 
AREH. TER- WRR taes 由 叙 列 = 而 求 第 = 
项 则 用 m.s. 根据 上 面 配对 函数 处 所 论 ， 我 们 至 少 可 有 下 充 几 
Bh. 

设 (pg,K,L) 为 任意 一 给 配对 函数 . 

《一 ) segeno le) = pg ss (=e) 

= peuf(n)fln — 1)-. fOO = z, 


和 


我 们 有 : JG) = tm, -2 = LKO < í < n). 

(—) z 一 gecemmnfle) = pghm,saf ne) 

一 pgfKO)PEKI)… psf(a — 2)paf(s 一 1)pgf(n)u, 
RITA: 1G) — KL's = me, 

(=) z= P(06P(1y0-.. p (aym, 

RE P(O EB: AER (P(0)= 2, PO) = 3,-..). 

我 们 有 : I) = epe = ime, 

PL E= B, ORREZ w: PE E XE Hü S H 
(KZ 或 LK'), 或 者 是 更 复杂 的 ep 西数 ， 在 很 多 情况 下 ,我 们 希 
望 蓉 并 函数 尽量 能 单 。 这 时 我 们 使 用 下 列 的 叙 列 算 于 及 求 项 医 
数 . 为 比 , 先 给 一 定理 。 

定理 1 对 于 任 给 的 = 十 工 个 数 F0C(0).701),-- fO), 必 有 区 
数 c,a 使 得 

O) resl + 2. Si) =G) (0< i<m. 

(2) 4 < 2#, c < ISH (S = max,sse(Í( e) + n)). 

证 明 te Š = max (fOe) + a) MU SZ (iO, SZ. 
E a= Si 1 + 4. S£ 22 di UJ 

¿>1+4>1-+SP>(O. 
Rok, W == j BF, d, 与 d, 如 有 公 氏 子 则 该 公 因 子 必 除 尽 【 没 
i> D) (¿+ Da (¿ + 1)d, = i— j, 查 i 一 i 的 因子 必 为 ni 
的 因子 ,从 而 为 式 一 51) HAF. FA d, 与 4 只 有 公办 子 1, 可 
B, ,di(i = j 换 公 因子 只 有 1， 邑 彼此 互 索 ， 庄 孙子 定理 (A 
后 ) 可 知 : rs(X,1 十 Si) = fG)00 S iS) 必 有 解 ， 取 其 最 
小 解 c, 则 断言 (1) 得 证 。 
HR HT e= St <s" < 2", RA 
e < ddi -- 2, < 2d . 3d (a+ 2)d = (n + 2)1q"t' 
< (n + (SDE < ((S + D H < Qe 
< zs 
于 是 ,扬言 (2) 得 证 . 
REBRIMA c,4 后 如 命 w= pg(c,d), JE: 任 给 


-g 


ER e) BER w, 使 得 
tme = rs( Ki, 1 + Lw. Si) = HO =c í = n). 
最 小 的 这 样 的 wv 记 为 seq...f(e). 而 函数 Kw, + Lw- SO) 
为 相应 的 求 项 函数 ， 这 个 求 项 函数 是 五 则 配 款 , 特 下 简 剃 。 
如 命 4 为 的 上 界 ,如 果 所 选取 的 pg 是 递增 的 , 则 如 上 定理 
BUR, 4 为 pg(2*Y,25") 而 8 为 
max(f(e) + a). 


RAAT PENAMAA ss DIS 8 G 5 T-. FD: Ar 
命 


Glu, v5) = seg alt(Se—z, tn(e,#), w), 
pen 


WA fesv = GUtv vfo), 
i= = (E), 
MI fo = G... (e), TEH seg Ke) 一 Gomnst Ce). 从 而 seq K 


可 表 为 丢 G 算 子 。 

CT) 广义 递 委 第 子 . 在 委 沙 兽 子 中 如 果 不 把 4 看 作 已 知 沙 
数 而 是 算 子 所 作 古 的 昭 数 (与 + 一 样 ), 我 们 便 得 到 一 个 更 强 的 算 
F. 这 算 子 ( 暂 记 为 "J”)》 作 用 于 Alese) 及 Mab 而 得 一 新 函 
BeF: 


EUO) == s, 
g(Sn) = Alla) fn)), 
记 为 . gi) Tt fa)} 

上 面 证 、 乙 琴 算 子 互相 独立 , 谁 也 不 是 谁 的 特 钨 ， 旺 当 丁 击 作 
ARARAS ey 时 ,上 面 第 二 式 变 成 g(Sn) 一 Agl), ZT 
算 子 便 成 复 壬 算 子 i. MRAEE, RÆST. HET E 
甲乙 都 是 了 的 特例 . 

(R) 原始 递归 算 子 。 丁 算 子 还 有 一 个 特例 .如 海 1 医 定 , 世 
至 于 固定 为 么 除数 【, 那 末 上 面 第 二 式 便 变 成 : 

g(Sn) = Allan) 


eg 


加 上 z(0) me, FERR e 叫做 用 厌 始 递归 算 子 由 4 而 作成 ， 
记 为 (注意 ,# 实际 上 也 依赖 于 由， 
tece Ace => gisa). 


re 
RIA: 
peo =, 
Bla, Sa) 一 A(z(u,n).n) 
这 个 式 子 便 电 做 原始 递归 式 。 
HARAR :不 售 oa 时， 原始 递归 式 也 变 成 复 途 式 , 即 复 选 
武 也 为 原始 递归 式 的 特 酌 : 
itr fe= rec fa, 
tn) [Ne n) 


递归 式 的 特点 在 于 4 为 真正 的 二 元 函数 , 即 不 但 含有 =, 也 全 有 <。 
ERIR ij 88 zt 


m= re m+ Sen 
lepep) 


Dp = 1, (Ss)! = g} - Sn 
在 递归 式 中 , 虽 则 对 丁 算 子 中 的 f 指定 为 一 小 非常 特殊 ,非常 
简单 的 函数 了 ,但 一 般 的 丁 算 子 ( 即 当 4,f PELAA) a 
以 甲 原始 递归 式 来 表示 , 换 句 话 说 ,原始 递归 算 子 与 丁 竹子 的 力量 
是 一 样 的 、 试 设 用 丁 算 子 由 Anan 与 fa MERK s(a), I 


gün) = a L. G sientes} 


这 时 有 
攻 一 全 
gla, Sn) = Ag(u,m)f(n) 
今 先 由 danja RANS Beor: 一 deles ME 


Alitan) = ree Berea 
ejem) 


WE: 
peo = 
Alu, Sn) = Bhlu,n)n == Ahlu, 9) fn 


上 所 满足 的 条 件 与 8 所 满足 的 完 人 一样， 容易 看 见 ， 
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glu, 0) 一 hlu, D), 

又 如 果 gn) 一 hw,w)， 则 由 第 二 等 式 立 可 推 得 g(x, Sa) 一 
(wsSn)， 故 由 归纳 法 马上 知道 g(a,n) klusa) (Ea). JA. 
于 村 算 子 新 造 哨 数 均 可 由 原始 递归 算 子 而 造 出， 两 者 力 全 枚 同 . 
由 此 可 见 ， 以 上 各 算 子 可 说 都 是 原始 递归 算 子 的 特例 ,原始 
递归 算 子 的 特征 是 ， 设 所 造 的 新 函数 记 为 slua) BR g0) 
由 已 知 撮 数 给 出 , 即 a. HKE glw,0) 而 计算 glw,1), 由 ele 
1) 而 计 算 g(x,2)， 一 般 地 ， 由 g(u,n) 而 计算 g(x, Se). mie 
递 接 下 去 ,一 步 -- 步 地 最 次 必 能 计算 出 guse) —H a). 

也 可 以 反 过 采 说 ， 对 原始 递归 算 子 所 造 的 新 癌 数 en) 而 
言 ,要 计算 s(x,0), 这 是 由 已 知 函数 算出 的 ， 其 次 要 计算 u,n) 
s 0, 只 须 计 算 gls, Da), W Da 关山 又 只 须 计 算 glx, D's)， 
a ;最 后 由 于 Dna( 一 nn) = 9. 故 例 推 * 步 后 ,必须 出 现 计 
算 g(x,0), 这 时 恒 可 计算 ,于 是 e(n) 也 可 以 计算 了 。 可 以 说 ， 
ERA gfwsz}， 只 须 治 函数 媚 坞 渚 = 步 便 成 了 ,这 是 原始 递归 式 
的 特征 . 

( 己 ) 我 们 可 包括 上 面 的 原始 递归 式 推广 如 下 . 设 已 给 出 二 
元 函数 Anen 及 一 元 函数 feo HETARA TE AR ge 
ea) WFE CREE H A): 


per = 
glu, Se) 一 ACg(u, flr)) ,x) 


1829: glen) = reg treas ta) (reg RREAN) 2 


Cr 
下 文 的 讨论 方便 起 见 ,我 们 把 第 二 式 写 成 : 
g(u,Sz) = A(g(u,fDSz), DSz) 一 A lela, FSx), S2} 

这 里 的 = 所 , 叫 做 该 一 般 递 归 算 子 的 相 函 数 。 要 计算 aa) 
当 n = 0 和 对立 得 结果 x。 和 如果 ”六 9， 根据 第 二 式 。 只 须 计 算 
gls Fa) (F 表示 站 ,为 柜 函 数 ), 如 Fu = Q, bs — RA 
计算 g(a,F26), nka F 2, ms RE in 一 0。 那 未 追 
注 & 步 即 须 计算 glx,0)， 其 值 已 知 为 ww 然 需 便 可 计算 出 g(x,7) 
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BE. BRNA k BE Ftase 0, 那 末 gon) ELEH 
我 们 说 这 对 g(w,n) 便 没 有 定义。 

这 个 定义 式 与 夏 始 递归 式 本 质 上 是 一 样 的 , 当 ” 关 1 时 ,要 计 
算 g(x,w)， 河 举 绕 计算 8 的 另 一 个 入， 对 原始 漳 归 算 子 而 言 , 须 
计算 gs(xDn)， 对 这 里 的 算 予 而 言 ， 须 计算 sle, Fn) (I gle, 
fDn)). 

定义 ”如果 有 天 使 得 FGOa)= 0, MAER 了 在 * 处 归宿 于 
0, 而 最 小 的 起 为 其 归宿 步 数 (这 里 H) 指 对 * ABERA. 
AE f 处 处 归宿 于 06, 则 说 为 归 帘 于 0 的 函数 . 

由 于 对 任 他 函数 了 均 有 PO) — 9, 改 任何 函数 车 9 处 询 妇 宿 
于 0, 其 归宿 步 数 为 0. 【一 函数 在 非 零 处 如 果 归 窒 于 0, 其 归宿 步 
WAE 0.) 

定理 2 一般 递归 算 子 能 把 全 函数 变 或 全 函数 如 果 其 相 函 数 
处 处 归 窑 于 0。 

昼 然 ;函数 DD 是 处 处 归宿 于 0 的 , 在 * 处 其 归宿 步 数 为 4。 因 
此 ， 用 灌 始 递 委 算 子 所 造 出 区 函数 当 从 区 数 是 外 处 有 定义 时 必然 
是 处 处 有 定义 的 。 但 用 递归 算 子 造 的 函数 ， 即 使 肖 函 数 处 处 有 定 
LRA fD 处 处 归宿 于 5 时 才能 断定 处 处 有 定义 。 

原 逮 递 汝 算 子 显然 是 递归 算 子 的 特例 ， 


re Aee reg {Acwenle} 
ee {even ene} 


即 当 f 取 了 I 时 的 特例 . 

递归 算 子 还 有 别 的 特例 ,也 很 重要 。 

(BE) 一 般 复 选 算 子 。 在 递归 算 子 中 ， 4 实际 不合 有 空位 
所 时 , 记 为 itg 


eum) 


itg {Ac,fe} = Ie, asotea 
eis 


inn 
当 f 了 取 了 时 ,itg EER itr ( 顺 始 各 选 式 ) 而 以 其 为 特例 

CE) 归宿 步 数 式 ， 如 在 递归 算 子 中 ， 将 Ann 取 为 一 元 区 
数 Se, 则 变 成 归宿 步 数 算 子 stp。 


+ 


stp je= reg [Seo,ÍSe,) 
=O {e200 uy 
Ë dx 一 sp fe, R| 2 将 如 下 定义 : 


也 一 0 
dSx — SafSx 

定理 3 如 果 da 有 定义 则 dw 为 函数 了 在 < 处 的 归宿 步 数 . 

证 明 Hroki, $f fs 处 有 归宿 , 其 归宿 步 数 为 克 
BB fHu) 一 0， 则 了 在 大 处 的 归宿 步 数 为 《一 1， 因 有 Gu) 
一 0《 而 更 少 步 数 不 能 使 f 的 值 为 0)。 如 用 & 表示 归宿 步 数 函 
数 , 则 应 有 : Hu Æ o kf 

glu) 一 Sg(fu) 
如 换 # 为 Sz 得 : 

ESx = SgfSx. 
此 外 ,当然 有 g0 = 0. 可见 8 与 4 满足 同样 的 条 件 。 故 得 dx 一 
gu, BH dn 为 函数 了 在 x 处 的 归宿 步 数 .定理 得 证 . 

以 上 各 算 子 可 以 说 是 递归 型 的 算 子 ， 都 是 原始 递归 算 子 的 特 
例 或 其 推广 ,可 以 说 是 没 定义 加 法 \ 先 法 的 路 而 贯彻 下 去 的 . 

定义 ”如果 一 算 子 永 把 处 处 有 定义 的 函数 (全 函数 ) 变 成 处 处 
有 定义 的 函数 , 则 该 算 子 岂 做 保全 的 算 子 ,否则 叫做 未 必 保 全 的 算 
+. 

以 上 甲 ~ 成 是 保全 的 算 子 ,已 ~~ 辛 是 未 必 保全 的 算 子 。 当 使 
用 未 必 保 全 的 算 子 时， 可 能 由 全 函数 而 造 出 偏 巩 数 ， 偏 函数 的 讨 
论 麻烦 得 多 ,因此 我 们 先 讨 论 全 函数 , 以 后 再 讨论 偏 函数 .在 讨论 
全 函数 时 ,我 们 要 求 由 未 必 保 全 的 算 子 也 只 造 出 全 函数 ,如 果 造 出 
RAR NERKA ERE. 

对 已 ~ 辛 三 算 子 而 言 ,如 果 其 中 的 fE fD 是 处 处 有 归宿 的 
函数 , 那 本 必然 造 出 全 函数 。 因 此 我 们 约定 : 在 讨论 全 函数 时 ,已 
乙 辛 三 算 子 中 的 相 函 数 {( 即 其 中 的 ID) 必 是 处 处 归宿 于 0 的 , 亦 即 
要 求 这 三 算 子 是 保全 的 算 子 . 

在 数学 中 归 定 义 一 个 新 函 教 , 除 仿 定义 加 法 .乘法 那样 使 用 弟 


epe 


归 型 的 算 子 以 外 ,还 象 定义 泪 法 .除法 那样 使 用 求 逆 算 于 及 其 推广 

CE) 求 逆 算 子 。 设 有 一 元 函数 人 试 求 使 Ra) = u 成 立 的 
*。 这 个 + 通常 便 记 为 Mu, P' 便 时 做 运算 f 的 逆 运 算 , 亦 叫做 
函数 FER. 

当 没 有 < 使 上 式 成 立时 ,我 们 说 Ft REER, REREN 
题 筠 ， 当 有 多 个 + 使 上 式 成 立时 ， 通 常 便 附加 条 件 合 得 满足 原 条 
件 及 附加 条 千 的 = 只 有 一 个 ， 例 如 ,在 三 角 学 中 ，snz = ú 的 根 
有 无 穷 多 个 , 便 附 加 条 件 使 得 smz 一 x 并 且 


— <, <=. 
2 2 


这 时 使 只 有 一 个 z FARAT RA x RA sin "u, EUR EF 
的 主 值 . 

附加 条 件 有 各 式 各 样 ,对 微分 方程 附加 条 性 尤其 有 神 种 讲究 ， 
须 首 洋 细 的 讨论 .但 对 数论 函数 而 言 ， 却 有 一 个 极 简单 易 行 而 且 
人 人 采用 的 附加 条 件 , 那 便 是 

Fa) 一 4 HE Eeh. 

满足 这 个 条 件 的 = 通常 记 为 prle) 一 a), M # RR ias 
算 . 

我 们 使 用 另 一 记号 invj(c) (iny AR “RE” ZB). Bit 


看: 
in (e) 一 三 (os 


例如 ， 


iny e + ç = uee 


inv e + v = [uje] 


当然 ,如 果 没 有 > 使 每 * 十 ”一 “或 * ”一 %， 则 左边 是 没有 定 
文 的 ,这 里 姑 就 有 定义 的 情况 立论 的 . 

G) 求 根 算 子 。 将 求 逆 运 算 推广 从 是 求 根 运算 .。 求 逆 渤 算 
是 求 根 运 算 的 一 种, 是 求 FG) 一 # 的 z 根 这 方程 可 写 为 


«su. 


IG) 一 “一 0， 

一 般 可 解 方程 fz,w) 一 0， 通 常 将 

f(x,w) 一 0 的 唯一 的 < 根 记 为 efeu) = 0), 

fx,w) 一 0 的 最 小 的 = 根 记 为 aries) = 0). 
前 者 只 当 f(x, w) 一 0 有 了 唯一 根 时 才 有 意义 否则 无 定义 ; 后 者 则 
RE Hesu) = 0 有 根 (不 限定 一 个 根 )， 在 自然 数 域内 便 必 然 有 
唯一 的 最 小 根 从 而 便 有 定义 ， 而 且 凡 当 ifle, u) 一 0} 有 定义 
时 ，px{f(x,w) ~ 0) 亦 必 有 定义 而 且 两 者 相等 。 因 此 ,通常 多 使 
用 后 省 而 很 少 使 用 前 者 . 

但 是 sx 与 px 是 把 公式 变 成 项 ( 实 即 把 谓词 变 成 函数 ) 的 约 
柬 词 ,使 用 起 来 很 不 方便 ， 我 们 改 而 使 用 两 (三 ) 个 算 子 ,把 函数 变 
成 函数 的 算 子 . 

ru flesu) RER Kere) 的 唯一 零点 ; 

mijlen) RER eon) 的 最 小 零点 ; 

rta f(esu) RER Heru) 的 最 大 零点 。 

这 样 ,这 三 个 算 子 便 和 别 的 算 子 属于 同一 类 型 ， 可 以 合并 讨论 ,不 
ADART. ` 

a,u ERREA h BURRE, RERBA E ri 等 也 
可 叫做 理 状 算 子 . 

如 下 文 所 定义 的 ,在 幕 状 算 子 中 Kese) 的 u, 不 是 空位 而 是 
一 个 数 变 元 ,对 擎 状 算 子 而 言 , 它 可 叫做 参数 . 

ERRATE, HASRET, Eiki RRR AE AAR 
(被 改造 的 函数 ) 的 元 数 少 1, 如 果 Hese) 为 二 元 , 则 rä fles 2) 
必 为 一 元 (只 依赖 于 u), WR fe 为 一 元 , 则 rti fe 指 f 的 最 小 堆 
点 ， 它 将 是 一 个 具体 的 数字 ， 不 再 是 函数 〈 具 有 空位 的 走 正 函数 
了 )， 照 上 面 号 法 本 应 写成 ri feru) AFER riflen r. 

利用 函数 c, WRF i, pr SPRAT rtu EZR 
WERK (4) ARA). 
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rdle) 可 表示 为 rtuctA(e) 
EZ. muile) 可 表示 为 af) ~ 0. RÆ re 等 与 通常 算 子 一 


致 , 使 用 方便 办 了 . 

亚 如 上 文 所 说 ， 昔 状 算 子 是 求 递 筑 子 的 推广 ,mv 灰 <) ME 
示 为 rti eq(f(c),w); 但 是 奉 状 算 子 又 是 求 逆 算 子 的 特例 ,因为 我 
TIB: mifer) = iny fOe, 内- {两 边 沟 是 Hes u) = O 的 最 小 
zR.) 

丘 见 两 个 算 子 可 以 彼此 互相 表示 ,力量 相当 .但 用 iny RE 
示 oni EARE GAR, inv kz r 更 为 方便 好 用 。 

仿 此 ,我 们 还 引 人 

unv fe) 表示 rtu eqUle)su) 


anv f(e) 表示 ra eqlffe) u) 


==. 
=N Cb SIR SSS. 4 # 无 一 值 为 时 ， 
inv {Ce} 


复 没 有 定义 , 当 1 无 一 值 为 0 时 , rif(e) 也 没有 定义 。 左 员 讨论 
全 函数 时 ,我 们 要 求 对 每 个 sr f 均 取 得 至 少 一 值 为 w, 又 要 求 对 每 
An ilen 均 有 零点 ,总 之 ,要 求 作出 的 函数 必 是 全 函数 ， 对 别 
的 求 根 , 求 逆 算 子 优 此 讨论 . 


SH. 算 子 的 一 种 分 类 


定义 ERRNO 一 8Ce) TER aOc ege) M 
说 “是 外 延性 算 子 - 

外 延性 第 于 作用 的 结果 只 与 被 作用 函数 的 值 有 关 而 与 函数 的 
表达 式 等 无 关 ， 在 数学 中 所 讨论 的 部 是 外 延性 算 子 . 

当 算 子 每 次 作用 于 函数 对 ， 要 能 够 真正 得 到 结果 又 能 使 用 有 
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限 多 个 被 作用 函数 的 信 ( 如 项 使 用 全 条 的 值 ,计算 将 永 不 结束 而 得 
KIER). ERAR a (C f u 有关) 使 得 
Ve < ae) = g())— a fe) = e ele), 


这 个 数 4 Ti = hy, E a 叫做 “ 的确 横 (类似 于 上 
下 确 界 )。 但 是 ,如 .< f(e) 无 定义 , 则 这 样 的 模 数 2 未 必 存 在 ( 判 


E af 不 存在 ,可 能 需要 看 e) HARRE. 


上 面 说 过 ， 抬 全 函 数 改 造 为 全 函数 的 算 子 电 做 保全 算 子 .未 
必 改 造 为 全 函数 的 则 叫做 未 必 保全 算 子 。 就 后 者 而 言 ， 即 使 作用 
于 全 函数 也 可 能 得 出 偏 函数 来 。 另 一 方面 我 们 又 应 注意 ， 无 论 保 
全 算 子 或 未 必 保 全 算 子 , 当 它们 作用 于 偏 函数 时 ,有 时 也 可 能 得 出 
全 函数 (并 不 是 必然 得 出 偏 本 数 )， 因 为 算 子 既然 只 使 用 被 作用 函 
数 的 若 于 个 值 , 磁 巧 这 些 值 侈 有 定义 , 那 末 得 出 的 结果 函数 当然 可 
以 是 全 函数 了 .如 上 所 说 ,目前 我 们 暂时 只 考 塌 对 全 函数 的 改造 。 

对 外 延性 算 子 , 又 分 为 高 等 算 子 与 初等 算 子 两 种 、 

定义 ”如 果 算 子 “ 的 确 横 可 由 新 添 变 元 确定 。 即 它 可 避 为 新 
添 变 元 的 函数 , 那 未 “叫做 初等 算 子 ,如 果 “ 的确 模 除 依赖 于 新 添 
变 元 外 ,还 依赖 于 被 作用 的 函数 , 则 < 叫做 高 等 算 子 。 所 说 的 确 模 
可 分 别 由 模 函 数 、 粮 算 子 而 表示 . 

例如 ,上 面 所 列 各 算 子 , 乙 \ 丙 是 初等 算 子 ,因为 其 确 模 为 14， 
是 新 添 变 元 的 函数 . 其 余 的 算 子 都 是 高 等 算 子 ， 在 高 等 算 子 中 ， 
甲 . 丁 成 是 保全 算 子 , 其 余 是 未 必 保 全 算 子 . 

注意 ,在 乙 算 子 中 ,函数 4 的 变 目 也 可 以 超出 71x, 但 4 是 当 作 
包 知 函数 (用 来 帮助 算 子 的 运算 的 ) 不 作为 被 作用 丽 数 ， 故 其 变 昌 
的 大 小 便 不 在 考虑 之 列 。 如 果 把 4 也 当 作 被 作用 汞 数 ( 象 算 子 再、 
丁 那样 ), 那 来 其 变 虽 的 大 小 便 须 考虑 。 故 两 、 丁 便 是 高 等 算 子 。 
由 于 初等 算 子 最 简单 ,因此 ,应 该 作出 尽 景 多 的 初等 算 子 ， 最 
好 它们 还 和 一 些 重要 的 高 等 算 子 非常 接近 ， 在 很 多 情况 之 下 可 以 
代替 该 高 等 算 子 。 有 一 个 很 常用 也 很 有 效 的 方法 是 : 

定义 ” 任 给 一 算 子 m, 则 。 的 加 限 算 子 为 : 
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mEn KO fg e iale), 
SOD B. Oe. Q f(ninteoe),min(ase)) 


peaa 
等 等 。 换 句 话说 ,在 “作用 时 见 使 用 到 KOG >v) 的 ,一 律 改 用 
Fo). Eie HATAR o hi 其 确 模 不 超过 "， 从 而 便 是 初等 
aT. 


最 重要 的 加 限 算 子 是 受 限 摹 状 式 niie), HHE IE AE 3 


Cepe Dt appn; 


EKE) = fe) E v AFOST MOE ASEN; 
一 无 定义 ” 当 无 上 述 霍 点 时 
RRB E 玫 c》 为 全 函数 , 故 导 一 情况 必然 可 以 判 知 (逐个 计 
ROAD O 一 1) 即 可 知 )， 因 此 ,我 们 一 般 便 将 无 定 
义 的 情况 补 以 定义 ,以 使 沪 加 限 尝 闫 式 永远 抬 全 函数 变 成 全 函数 ， 
方法 如 下 ; 
i Ce) == Me) E s 以 下 的 最 小 零点 , 当 存在 时 ， 


=r 当 上 这 零点 不 存在 时 . 
易 见 我 们 有 : 
zti Ke) = rti IJN Sev). 

同 还 ,对 rafle) zu e)s iay AO FERANRA +, 
BIEGEL: 兴 依 原 定义 不 存在 时 ,规定 其 值 为 ç. 

厌 始 递 轨 算 子 的 加 限 算 子 也 很 重要 ， 它 是 对 康 始 谤 妇联 数 分 
类 的 一 个 重要 工 其 。 BÆ, BARNE AMON EA RASHA 
数 分 类 了 。 


512 算 子 的 相互 表示 与 化 归 ( 上 ) 
现在 我 们 讨论 算 子 的 相互 表示 ， 从 而 讨论 其 简化 问题 ， 这 将 


使 我 们 寻 算 辽 有 有 进一步 的 建 解 . 
EN MARRË gg tin] 册 发 ,经 过 有 限 次 一 置 及 


nt 


RWAF oba ,8 后 ,可 以 人 出 函数 a MQ), MEET a 


可 用 fofa tti ERROR BB FB gogo, g). 

定义 ” 设 有 两 组 算 子 {sry yah (Pobo: MR 
每 个 «都 可 用 庄 # 表示 , 每 个 8 都 可 用 庄 e 表示 ， 则 说 {m,…， 
a) 5 {fofo p) 可 以 互相 说 示 、 通 常 使 用 的 多 是 一 ! = 
1 的 情形 , 民 ] a 与 8 可 互相 表示 的 情况 。 

显然 ,如 果 lao...) BD oth) 表示 > 则 后 者 的 力 
量 强 于 前 考 。 如 能 互相 表示 出 彼此 力量 相同 . 

A rü (e) 与 Gmaf(e), N IC); 可 互相 表示 。 这 是 因 


为 : 


ma Ie) = fle) 
MAIG) 一 NIU INECO) 


又 
ri (a) = ma {HONG AP (e), 


BBN 5) (8 HB k 28. 
fl invfte) 与 unv Ue), NIEH 可 互相 表示 . 


证 明 unv fc) = iny fle) 
Ns) = Ni(iny NICD) 
反之 ,如 命 GE) = SON NP egle) E), WERE: 


G) = 5F (x) 当 F(x) 取得 新 值 时 ， 

一 0 当 F(x) RARER REZEN 
KERDE Se, GO) 必 有 一 次 也 只 一 次 取得 它 (假定 F(x) FE 
得 每 一 值 ， 浊 可 能 取 但 多 次 )。 MA F (ze) =r 的 最 小 根 必 是 
Gla) = Su 的 玲 一 切 , 故 有 : 

iav (e) = way Gle) 
由 于 CO) 的 定义 式 中 用 到 VRT ARIEGE 
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BETE, “RMR” S N 算 了 ,唯一 根 } 是 力量 相同 的 。 
定义 ”如果 不用 算 子 纯 用 甜 罩 及 一 些 已 知 函数 即 可 作 册 
KALO 
则 涪 = B tt pw, TA “ KEET. 
定理 1 如 果 对 于 性 何 * 及 4 的 信 域 中 任何 元 素 。 恒 有 下 列 
两 等 式 之 一 则 登 a B TB 42048 《日 为 一 已 知 的 一 元 函数 ): 
U) Alre) = Hv (2) Alosa) = He 
证 明 如 果 (1) 成 立 , 则 有 : 
„AAO = s, A KE) = AKOn) 
4 Ke) = ArU) = Bv, 
A f(e) = 4Hof(2) = Pes, 
一 般 ，4 Keo = Ev RETARRRRZ. 


DROME MA: 
Z) = =, A Me) — AON ~ n) 


4 ie) = ani) = HI(1), 


A Ke = ABOO) = HO), 
—#, 
AKABO G> 1) 


读者 试 骨 又 置 表示 之 。 定理 得 证 . 

ES, H' pE Me) 是 使 用 复 渤 算 子 于 He) WER. 
似乎 他 须 使 用 算 子 (而 且 是 高 级 算 子 )。 但 揽 选 算 子 帮 信 月 于 已 知 
函数 卢 而 非 作 月 于 被 改造 函数 Ae), EWT Hle) 是 一 个 
已 知 的 二 元 函数 ,在 它 上 面 不 出 现 什 么 算 子 、 

定理 1 PBK N, minN, marN, HN 可 以 互相 表示 ， 它 
们 又 均 可 用 rú RR. 

证 明 min NiCe) = NI) = INe) 
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散 它 们 不 但 可 相互 表示 。 而 且 是 组 等 的 《是 同一 个 算 子 的 不 同 表 
示 )。 

mia Nfe) 一 Nmax Nef(e) 

max Nf(e) 一 Nmin Nle) 
故 它们 可 相互 表示 , GRESE TminNf(e) ç maxNf( <)). 
mia NIG) = Nfe NICe)) 
医 此 它 可 用 rú 表示 ( 逆 表 示 则 不 奔 在 )， 故 ú KA fit [1 
为 强 。 定 理 证 完 . 

此 外 ,根据 上面 所 论 , 可 以 看 邢 ， 加 女 算 子 恒 可 用 未 加 限 算 子 
《借助 于 函数 mmin) 而 表示 ,反之 , 末 加 限 算 子 恒 可 用 相应 的 加 限 算 
子 及 模 ( 核 医 数 或 模 算 子 } 而 表示 ,因为 只 须 以 核 为 限 即 可 .。 

我 们 青 证 独 ， 任 意 有 限 多 个 容许 参数 的 一 般 型 的 算 于 永 可 用 
一 个 (1,1,1) 型 的 不 容许 参数 的 算 子 来 表示 。 玉 此 必要 时 可 只 限 
于 讨论 (1,1,1) 型 算 子 . 

定理 2 容许 参数 的 (s, m, s) WAF o 可 用 不 容许 参数 的 
0,1,1) 型 算 子 如 来 表示 - 

定义 ”所 请 容许 参数 是 作 韦 域 中 的 被 作用 下 救 其 空位 个 数 可 
以 多 于 约束 空位 的 个 数 。 例 如 ,容许 参数 的 (sf,m,4) AF oA 
i FEM: 


a Tc -cementi) "sf Ae -scm Fmt1)] 
epee) 


当然 被 作用 国 数 的 空位 个 数 可 以 多 于 m 十 1, 但 有 限 多 个 参数 位 
可 用 配 对 函数 化 成 一 个 ,所 以 下 面 的 讨论 可 只 考 虚 一 个 参数 ,以 空 
位 eat 表示 之 。 

证 明 iay (sma) 型 算 子 ,容许 参数 , 它 把 f... . f 政 
3829 g, BB 


Elhiss tnr ena) = a { teeh} 
Ghee) 


VR 的 空位 假定 邯 esitt mon 《如 详 了 的 空位 个 数 不 司 , 可 
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引用 广义 么 孙 数 而 把 少 空 位 扩充 为 多 窗 位 ， 使 得 各 1 的 空位 个 数 
HAL 
今 合算 子 8 定义 如 下 {pg™mOemnen……ezey 记 为 日 )。 
Re): TE Kf(B), Kf KAB) 


改造 的 结果 。 


a 
O OT an 


即 


fe) 一 a {KFB} KACB), + 了 人、 


Gemb tL LR?) 


TART? 可 用 算 子 a 表示 . 反之， 已 下 < 条 相册 新 
EU J RAZM emsenn): 


EC sta cna) = s (hf: fs} 
teremt g 


SAPETE f Ent 1 AARE, 48 
所: 及 f Ke) = pg 和 Ce。 并 命 " 为 
BE” Oc, us" "Qu, 


试 考虑 
Bb qle), 
它 乃 将 KaB) KAE) (BD A fB), IB (es 
有 wereoedorazknoi BCE NA 
R. 依 假设 。 它 便 是 z(Lv,..-,LK”e), BI ginst tsas can), 
故此 新 结果 已 经 作出 。 从 而 算 子 e 可 用 P 表示 .定理 得 证 。 
定理 3 ”所 意 有 限 多 个 容许 参数 的 (emn) 型 算 子 永 可 用 一 
个 不 容许 参数 的 (1,1, D83ET3EAL 
证 明 由 前 定理 ， 这 有 限 多 个 一 般 算 子 可 用 辣 数 的 不 容许 参 
数 的 (1,1,1) 型 算 子 表示 . 设 算 子 共 下 个 ,已 化 归 为 & 个 (1,1;1) 型 
不 容许 参数 的 算 子 wm。 om ……，wi。 今 定义 算 子 8 如下, 它 为 不 容 
许 参数 的 (1,1,1) 型 ,六 且 ` 
8 He) Ei} p80 w, e) safe). 


显然 , 8 已 用 浅 算 子 表 出 ， 另 一 方面 显然 和 U < < O: 
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RO= LKH BO 


玖 诸 e 亦 可 用 算 子 6 表示 . 两 者 可 互相 表示 , 故 室 理 得 证 . 
此 ,后 吾 寺 论 算 子 时 永 以 (1,1,1) 为 主 ， 这 一 点 也 未 失 其 普 


RE. 

我 们 还 可 以 推广 ,即使 有 无 穷 多 个 (可 数 无 穷 多 个 ) 算 子 。 也 可 
化 归 为 -- 个 (5 1:1) 型 算 子 。 

定理 4 任意 多 个 (可 为 可 数 光 穷 多 个) 算 子 “%。 如果 m (z) 
AE iu ATERA is nT B — 4-8 iF863kBJ( 1.1, DA 
算 子 来 表 未 。 

证 明 我 们 先 当 各 算 子 变 成 不 容许 参数 的 (] ,1, DRAT m, 
WEA a PARTEIE: Aie) IB ess Ke). i 

afe) 

可 视 为 二 元 函数 * 则 8 显然 可 用 诸 而 表示 .反之 , 设 用 某 个 必 m 
由 fle) 作出 zú g) 一 m (e) 今 可 改 用 8 而 作出 ; 


e= £ fe) 
empen) 


EB = Me TER. ERRE 
AEAN i E eE ARK BRRRNKATT. 
EETU ESZ = B 7-5 MAREO afle 
认为 是 he TTAR. 
EX BESART HERRDEBA we, 则 
区 tmy 


或 sq. mar URET o 的 示 性 函数 
注意 ,使 用 后 者 更 为 方便 ,今后 所 亩 示人 性 函数 便 专 拒 后 者 .并 
记 为 Mineh RIJA: m,M(a, V) = o mY CG5 V Ze tEn 


处 的 确 模 对 ). 
定理 5 任 给 一 算 子 s, CETHRIAT sq, a HRE 
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EAM E o BJ BE Ci AT RIKI. ， 
证 明 itap w REX RE 
Ye < wlfle) = g(e)1 

ER a (e) = agl). REIRET ELTA 
san Ye < wlfle} 一 tm,(seqj —af( a ))] 

„ET = o tme(seg nnd)) (*) 
Hf e DREARY Mev), MU 

ima M (us Séanoe) 一 E tmaeqs vafl e.) 
RACORE 
La JE) 一 tm M Casset aate) 


E) s fle) 可 由 sec; Md Ro RE Bia m. EINE, 
注意 ,还 可 得 
即 sq a IE oe ERMEER. 
定理 6 ERAISTEA 8 + # =, 
由 于 加 列 算 子 本 身 亦 是 初等 算 于 , 因 站 ,可 以 说 各 列 算 于 是 加 强 的 


WERF. 

证 明 JASAT ame AARRE T e E| RS) 
算 子 seq SARR LATRA o) 及 < 的 示 性 范 数 而 表示 ,定理 
得 证 ， 

EX MR 为 初等 算 子 ,而 一 切 初 等 算 于 都 可 用 o 表示 , 则 
a 叫做 里 强 的 初等 算 子 . 

EE? 当 算 子 a 的 克 震 为 党 值 函数 时 , o BLARE, 甚至 
于 seq e FH. 


证 明 由 上 知 seq s f(a)= M(ssseq ie) RER e ARR 
seg e) 即 可 表示 为 w 个 He) BREUERS pg*OfCw (e 
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— 1)... (100), 5SMIF35 EDIS sq efla) E tmwe 
又 置 即 得 of(<,)，、 于 是 定理 得 证 . 


这 非常 类 似 于 我 们 上 文 所 说 ， 当 所 用 的 人 函数 的 个 数 为 固定 
夺 , 所 用 的 派生 法 便 是 释 置 ， 这 里 所 论 范围 较 狭 ( 模 为 常数 时 所 用 
旧 陋 数值 的 个 数 也 固定 ), 但 却 给 出 证 明 ， 

叙 列 算 子 当然 是 最 强 的 初等 算 子 ， 此 外 ， 很 多 的 初等 算 子 亦 
是 最 强 的 初等 算 子 . 

定理 8 下 列 的 初等 算 子 都 是 最 强 的 初等 算 子 : 


>, DN, min, max 
等 都 是 最 强 的 初等 算 子 . 


证 明 上 面 说 过 可 取 J[P(<)0 为 氢 列 算 子 ， 从 而 J[ 为 
最 强 初等 算 子 . T 
但 是 J[P(e》 一 ri max eglepaen f eD AE ¿ RR 
~ DOLE 
( 它 使 用 max)， 但 是 
_ m fe) 一 #——max (s * Nf(e)= e), 
亦 即 rü 可 用 max 表示 , 故 max 为 最 强 初等 算 子 。 


此 外 ,又 有 
maxf(e) = f( rti (Su rti (SIC) +i) 


# i BRARUSAF. 


rti 又 可 用 下 列 算 子 表示 
ri (Ce) = u rta f(ue)Nf( rta fe)), 


rti fle) 一 rec (ea + N°f(e:)) 
ewu eped (Ws) 
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= ir t NAe)) 


et Cnn 
tte) 一 min(e + uNf(e)), 
ri, fe) = DN 21 NG) 


É rta, rec, itr, min, ENOAT 允 ) 也 是 最 强 的 初等 算 子 ， iny 
A E DRO i inv 也 是 最 强 的 初等 算 子 。 定理 得 证 ， 
由 这 定理 可 知 ,上 面 这 些 算 子 都 可 以 互相 表示 . 此 外 ， 
(ma N) 5 A ov N) 
亦 是 最 强 的 初等 算 子 组 .因为 
rú Ke) = ru Ge) + max Nf(e)) 
inv f(e) = unv ts . Ce)Nmin ege) ie) 


前 式 显然 ,后 式 可 如 下 看 出 ， 命 括号 内 的 式 子 记 为 ee), 则 有 
I) = po 当 上 了 第 一 次 取得 值 fe) 时 ， 
D 当 了 于 取 值 为 已 取 过 之 值 时 . 
显然 ，g(*) 取 非 零 值 至 多 一 次 ， 并 且 当 f(x》 第 一 次 取信 * 时 
g€) 取 值 Su. AKE 


inv fle) = unv gle), 
So.Su 


ewou e 


而 这 便 是 上 式 所 断定 的 ， 

此 外 ,还 可 给 出 一 大 类 的 登 函 算 子 也 是 最 强 的 初等 算 子 (网 折 
IRNOS 131 页 ), 这 里 就 不 多 说 了 ， 

上 面 我 们 把 任何 一 个 容许 参数 的 算 子 改 用 一 个 不 容许 参数 的 
(1,1,1) 型 算 子 来 表示 但 这 个 算 子 《可 取 为 加 扳 算 子 或 加 星 算 
子 ) 与 原来 的 算 子 相差 较 大 《可 以 说 是 另 一 个 算 子 )、 能 簿 就 用 不 
容许 参数 的 同名 算 子 来 表示 吧 ? 

有 一 大 批 算 子 是 可 以 用 不 容许 参数 的 同名 算 子 来 表示 的 ， 下 
文 的 算 子 ef 便 是 一 例 。 

定义 设 有 一 算 子 ,=。 则 ,of 将 表示 : 
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at Ke) = s fm +e) 

上 上 文 已 说 过 我 们 有 其 平 梯 性 的 配对 函数 组 KK, 工 ,使 得 当 KSx 
= 0 时 恒 有 KS 一 SK=z, 而 LSx 一 Lx。 试 令 4 表 示 hegtMyo) 
MIMET = PR), BRERA: 

0=< =< MHA KA +=: 而 L(A + = ç, 

故 知 

eT = RUA + e), EL 十 < 

= = KKeLe) 

《这 式 所 以 成 立 , 因 在 计算 o Kear) 时 ,所 用 的 第 一 变 目 之 值 不 可 
能 超过 M ), 即 容许 参数 的 a 可 用 无 参数 的 ot 表示 .此 外 ,ar 本 身 
也 可 用 无 参数 的 at 表示 如 下 (4 表示 pgm 十 Mr) + m), 
MŽ e RR 

a Hew) = a (m + ae) = ai MKe, Le) 
REZ. BIERE a 可 用 不 容许 参数 的 MAR. BEEE 
文 所 说 的 ， 

如 果 不 容许 参数 的 t 可 用 不 容许 参数 的 « 表示 , 那 末 容许 参 
数 的 & 也 可 月 不 容许 参数 的 表示。 马 便 是 一 例 , 因为 : 


EOD Km + 2) = De) Be) 


=. = =. 
表面 看 来 ,似乎 也 可 以 有 : 
IL) = | II oo] 
a JAA 11 
但 当 下 [Ke) 为 0 而 [[ KO Eo ARERR stan 
以 修改 比较 困难 . 
此 外 我 们 又 有 : 


rtat fe) = ma Fm + e) 
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| ma e) 当 其 值 >m 时 
rtat ffe) = 47 "te 
eama mtu Ñ na <mt 
故 客 许 参数 的 ra 也 可 用 不 容许 参数 的 ra EZ. 
我 们 再 证 ， 有 参数 的 原始 递归 式 可 用 无 参数 的 原始 递归 式 来 
ER 


首先 ,我 们 再 次 指出 ,如 果 容许 参数 可 以 只 容许 一 个 参数 。 因 
为 显然 有 : 


rec flesse: et) 一 rec 
{eer Cun) Cyr er an eek 


afleer Kiest tt Ki yes). 
所 以 ,下 面 只 就 容许 一 个 参数 的 情形 立论 . 
定理 9 引进 任意 一 组 配对 函数 后 。 容许 参数 的 原始 递归 式 
可 用 不 容许 参数 的 原始 复 选 式 来 表示 。 
证 明 设 配对 函数 组 为 pg; 天 , 工 。 设 由 下 齐 原 始 递归 式 而 定 
Xi: 
[e 59 = 
flu,v, Sx) = B(u,r,f(u,e,z)). 
设 命 g(u,s,z) 表 pguvxf(w,v,x), 则 显然 有 : 
K'glu,s,z) 一 to LKig(usvs*) = °, 
LKglu,v, x) = z, Lglu,v,x) = fa,v,x), 
此 外 ，8(xszsz) 满足 下 列 方程 ; 
g(u,e,0) = pg'ue0f(u,e,0) = ppuviv, 
glust, Sx) 一 gpuv(Sx)flu, v, Sx) 
= pguv(Sx)B(u, xsf(u,v,x)) 
= pgKieLKieSLKeB(K’e, LKe, Le) 
“(glu,v,*)), 
故 ele) 可 由 原始 复 迭 式 定义 , 即 
gluv) 一 itr pgK'eLK'eSLKeB(K'e,LKe,Le), 


pasteis 
即 得 g(w,v，x), 再 由 
Husv,*) = Lelusv, x) 


. 64. 


而 得 f。 这 样 定理 得 证 。 
定理 10 ET a(r, y, z) 及 从 零 起 的 具 平 梯 性 的 配对 函 数 
组 后 ,容许 参数 的 原始 递归 式 ,可 用 不 容许 参数 的 从 0 起 的 原始 复 
ARER. 
证 明 容许 参数 的 原始 递归 式 可 用 不 容许 参数 的 原始 复 挝 式 
表示 。 设 用 后 者 由 如 而 作 & 如 下 ; 
g(a,z) = ir BCe) 


SH Ale) 表示 pg(z(Le, Ke), e) W) e = LACe), glLe, 
Ke) 一 Kh(e)， 且 满足 下 列 方程 : 
ACO) 一 pg(g(L0,K0),0) = pg(g(0,0),0) == ps(0, 0) = 0 
A(Sxz) = pg(g( LSx, KSx), Sx) 
当 Kse 一 0 时 ， 
g(LSx,KSz) = g(LSx,0) = LSx = LSLAG(<), 
当 Ksa 0 PF, KSx— SKz, LSr= Lr, i 
g(LSxz,KSz) = g(Lx,SKx) = Bg(Lz,Kx) = BKA(a), 
因 得 
gCL8xs KSr) = alt(KSzx, LS LA (£), BKA) } 
= (KSLA(z), LSLA C), BKA(z)) 
代入 上 式 得 2A(Sz) = pg(ah(KSL¿e, LSLe, BKe),SLe)A G), i 
AG) 可 如 下 作出 : 
hla) = Rr PEKS Le, LSLe, BKe),SLe). 


既得 jsg 可 如 下 定义 : gluur) = Khlpglrsu)). 定理 得 证 。 
定理 11 容许 参数 的 一 般 递归 式 , 可 用 不 容许 参数 的 一 般 递 
归 式 来 表示 . 
证 明 设 用 有 参数 的 一 般 递 归 式 引信 函数 天 
fu,v,0) =v 
Kasv, St} = B(u,e,f(u,e,g(a,z))) 
今 用 h(x) 表示 1(KLx,L'x,Kx),《 选 用 从 0 起 具 平 梯 性 的 配对 
函数 组 ), 则 有 : 
rese 


RCO) 一 KELO, 120, KO0) 一 /(0,0,0) = 0 
A(Sz) = (CK LSx, L’Sr, KSx) 
当 KSx = 0 时 . 
HKLSx, Sr, K Sx) = HK LSr, LSx,0) = LiSx, 
当 KSr = 0 时 
I(KLSxr, Se, KS) = J(KLx, L’x, SKz) 
一 B(KLr, Kx, {K Lz, Lz, gK La, Ke))) 
ER 1KLx, Lix,g(KLx, Kx)) EX A, WH g(KLx, Kx) = 0 
时 ,4 = B(KLx,Kx,L2), 5 g(KLz,Kz) = 0 W Re 
BCE) = pglelK Lz, Ka), pelK Lr, Lr))N'e( KL Kz), 
AF g(KLz, Kx) #0, i gC) 一 pelellr, Kx), Lx), MATT 
KLg (e) = KLz, Lig(s) = Lx, Kgl) = pilLr, Ke). H 
A = KKLe, L'e Ken) = Alala). 
网 得 : 
po = A(0) 
A($x) = all K Sx, L’Sz, B(KLz,K=x,alt(g(KLr,Kr), 
Lix, ile) 
而 这 是 无 参数 的 一 役 递 归 式 ， 即 得 4 再 由 
Husna) = Mpe(z, PEs 7))) 
而 得 jf. 放 有 参数 的 一 般 递 归 式 可 用 无 参数 的 一 般 递 妥 式 而 家 示 ， 
定理 12 有 参数 的 归 窒 步 数 式 亦 可 用 无 参数 的 归宿 步 数 式 
ËR. 
证 明 设 用 有 参数 的 归宿 步 数 式 由 上 而 作出 stp z(u, e), > 
用 无 零 恕 号 的 配对 函数 组 定义 : 
nG) 一 pa(g(Lz,Kz), LaNg, Kx) 
显然 有 ， 
AE) 一 pg(2(Lx,g(Lz,Kx)), Le)Ne( Lx, glLx, Kx)) 
一 般 地 ， 
E) = pg(gL,Kz, Lz)NP gu Kz. 
HBO RIPREKEB TS R. dkr 
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gia) = @ 枪 当 gu Kr = ü 
故 stp glu, e) 有 定 文 时， sp. 85) 必 有 定义 , 且 ; 
sp glue) = p pple) 
故 知 有 参数 的 归宿 步 数 式 可 化 归 为 无 参数 的 . 
定理 13 ”有 参数 的 求 着 算 子 可 用 无 参数 的 区 逆 算 子 表示 - 
证 明 没 用 有 参数 的 求 送 算 子 由 f mh <: 
gle) = iny fleu) = ri Kile Ku), Lu) 


eiaa 98(a,z) 
DRRR HEMRA, ME ”与 之 间 将 建立 一 
一 对 应 (将 egle Ku), Lu) 记 为 F(e,na)), 
Y: F(y,u)=0 
z: F(Kz,Lz) = 0ALz =% 
并 且 最 小 的 ? 对 应 于 最 小 的 *， 芍 得. 
(1) rt F(e,a) = K iny SLeNeqlespel(Kes Le))NF(Ke, Le) 


WAWER B 9854825 z, KE “为 
{2} SLzNeqla ogl Ke, La))NF(Kz, La) = Su 
HRI z == pg(Kz, Le), H SLz =~ Sut Le = s. H F(Kz, 
u) = 0, 即 Kz 必 为 堪 汕 抑 一 个 零点 ， 反 之 , 设 (1) 的 堪 端 的 零点 
为 x, 则 pg(x, <) 必 为 (2 的 根 ， 可 见 (和 左上 零点 与 在 端的 z Ë 
一 一 对 应 县 最 小 的 z 对 应 于 最 小 的 >。 从 而 (1) 咸 立 .由 于 (1) 右 
端 堂 用 无 参数 的 式 道 算 子 ,断言 得 证 。 

EES, WERE Keu) 对 * 有 了 叭 一 逆 滑 数 , WORE 
端 亦 是 唯一 的 刘 区 数 , 即 有 : 

vnvile ,«) = Kuny SLeNeq(e ,pg( Ke, Le)NF (Ke Le), 


$13, 算 子 的 相互 表示 与 化 归 ( F) 


REEF? jh 暂时 再 用 f° 表示 f。 设 4 为 (7,w,7) 型 算 
PUR en RA Lett en)i (uay RI Gss, tn) 等 ): 
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at 


temi 


BRA di 表示 下 列 算 子 : 
Ul... E) = mG) 


例如 : 
Ce 
Ern sh} U) 

等 等 ,我 们 知道 ,如 果 f 为 m 元 , 则 由 f aë r AH (m, 1*) 8 8, 
Hi f ië f AAO, 1+), KZ, mf RAO, EL h 
# 则 须 用 (1 ,x*) 登 置 (假定 所 需 用 的 辅助 函数 均 已 作出 )， 当 = 29 
(1,1,1) 型 时 ,作用 域 了 是 一 元 函数 ， 对 一 元 情形 来 说 ,只 用 (1,1) 
倒置 , f 与 了 可 以 互相 定义 。 因此, a° (la), a”, d°, a” 是 力 
量 一 样 的 ,它们 强 于 at ° (K at) WRF 0 (及 e*), 但 与 a 人 * 则 
彼此 独立 ,无 强 弱 可 言 。 可 列 成 下 表 : 


aco 0 


a =ar 


Yer 
Pd 


(ERA) 
e 即 原来 的 算 子 ,我 们 把 a** 省 写 为 o*。 对 (1,1,1) 型 算 子 而 
Ë, o 与 o* 互相 独立 而 均 弱 于 o" 及 w*。 今后 凡 可 使 用 er? 的 地 
方 , 均 可 改 用 a?* 及 w*。 但 是 可 否 改 用 a, 则 视 情况 而 定 . 
对 一 些 特 殊 算 子 而 言 ,a* 可 用 “ 表示， 
对 算 子 itr 而 言 , 设 它 将 JC) 改造 成 g(w), 即 
PA 一 0 
g(Sa) = felu) 
这 时 iu* 则 将 (e) 改造 成 8"(e)， 今 试 设法 由 六 只 用 证 及 
(1 1 而 作出 z*(e). 
给 出 FO 后 ,用 (1 1 登 置 作出 fe)， 我 们 先 利用 itr 而 
作 pg(1,gK) 如 下 . fr Ale) 一 pg(1,gK)(e)。 又 选用 从 0 起 且 
具 平 梯 性 的 配对 函数 组 : 
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ACO) = pg(0, gK0) = pg(0,0) = 0 
A(S+z) = pg(Sr, gKSx) 
当天 Sr = 0 z: zKSr = g) = 0 
34 KSx = 0 fo; gKSr = gSKz = JgKx = JLA) 
故 gKSx = (JLA) NKSKA (D 
x ` Sz= SKš (G), 
从 而 得 : ASE) = pg(SK(e),fL(e)NKSK(e))A(a) 
s 
hu) = itr pB(SK(e),fL(e)NKSK(:)) 
TAHIA itr 而 定义 了 4u), 于 是 
g* 一 Pg(K:8E2) = pg( LK, L. )pg(I,gK)pg( Li, K) 
= pg( LK, L )6(c)pg(L?, K). 
HI GREAT inv 而 言 , iny* 亦 可 用 iv 表示 , 设 用 inv 
由 而 作出 gtw), 即 
inv He) 一 gls) 
则 iny* FH ft CPE g*(w)， 今 输出 六 RH inv 及 (1,1) 而 作 
中 (2) 如 下 ; 
HAH P* BE pg(K, ILL) 后 ,由 (1,1) 可 得 pg(K JL). 今 选 
用 一 一 对 应 的 配对 经 pg. K, LY. 
BE Olu) = iny pl ILU) CTER: 
Qla) = rti eaf pel Ks fL He Jau) 
= rile Ke, Ku}Beq(fL(e), Lay] 
= rileq Ke, Ku) eql Le, iny 1(e))] 
= pg(Ku, gLu) 
BH 8 一 pa(KK, sL) ZE pg(K,L2) AARE pK: zL). 3 
g*. HiH t ah inv 表示 .这 正 是 我 们 六 断言 的 。 
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$14 递归 生成 集 与 函数 的 组 成 过 程 


定义 ” 设 有 一 函数 集 MM, 如 果 可 以 找 出 它 的 一 个 子 集 六 及 一 
系列 算 子 m,0,-……, 使 得 一 隐 数 属于 MM 恰当 可 由 口中 的 胃 数 出 发 
经 过 有 限 次 倒置 及 算 子 a,w，… 而 作出 , MMWR JERA, 
Ti Ü 吸 艇 MM 的 开始 鲨 数 集 ， 诸 a 叫做 MM 的 生成 算 子 ,M 中 的 函数 
又 叫做 mam… -于 辽 的 函数 .如 果 没有 生成 算 子 ,MI 做 又 置 于 
T 的 函数 集 ， 

递归 生成 函数 集 又 可 定义 如 下 : 

定义 ”以 产 为 开始 函数 集 ， 以 a, mx .为 生成 算 子 的 递归 
生成 集 M 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 函数 集 : (1) 立 为 M 的 子 集 ;(2) 
MRE ESE: (3)M 对 算 子 m, mm 封闭 

读者 可 验证 两 定义 的 等 价 性 . 

定义 、 设 有 隙 数 序列 名 , go SE z 都 满 玫 下 列 条 件 
之 一 ， 或 者 是 对 的 开始 函数 。 或 者 由 前 面 的 若干 个 & RISE ELI 
作出 ,或 老 由 前 面 的 若干 个 & 根据 某 算 子 a 而 作出 ,我 们 便 说 该 入 
列 是 最 后 一 个 z, 的 (在 集 对 中 的 ) 组 成 过 程 , 亦 说 是 (在 集 允 中 的 ) 
定义 过 程 ， 

显然 ;对 i < n MÈ wet og WE e BERIE. 

例 Er 一 + 一 [Mx 了 在 五 则 函数 集中 的 组 成 过 程 如 下 《 括 


号 中 所 写 的 是 要 应 的 组 成 根据 ): 
misa (开始 函数 ) 
Biete (开始 函数 ) 
gile (本 原 函 数 ) 
eive] (开始 函数 ) ` 
m: [e (go 84) 


k= E: [V e (asss) _ 
读 省 容易 看见 ,这 个 组 成 过 程 可 以 由 .的 表达 式 。 二 [WV e P 
得 出 。 从 而 初学 者 很 容易 认为 要 求 一 函数 的 组 成 过 程 是 非常 容 
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易 的 宁 ， 这 是 不 对 的 上面 ECO 的 表达 式 实际 上 是 恨 该 组 成 过 
程 而 写 册 的。 这样 当然 容易 由 表达 式 而 求 组 成 过 程 了 ， 但 昆 组 成 
过 程 是 随 函 数 集 而 改变 的 ， 妈 随 所 使 用 的 开始 函数 以 及 算 子 而 改 
变 狗 ,如 果 某 函 数 的 表达 式 中 所 出 现 的 函数 符号 或 算 子 符号 ,在 某 
高 数 集 的 红 成 过 程 中 不 允许 使 用 ,必须 换 为 别 的 函数 或 算 子 ,这 时 
该 如 何 改换 , 便 不 是 容易 看 出 的 了 .正如 :如果 在 实 元 函数 
caile + 362222 (4et + 62] 
的 组 成 过 程 中 不 允许 使 用 算 子 ct, 而 只 允许 使 用 本 则 函数 及 方 要 


函数 , 那 末 要 找 其 组 成 过 程 (等 于 解 五 次 方程 ) 便 不 容易 了 。 

在 下 文 没 A 集 对 命题 联结 词 与 受 限量 词 封闭 . 

定义 ”如果 ! 一 大 zz) 为 和 集 亩 霹 , 风 函数 了 叫做 具 
有 和 图 的 ,省 称 A 图 的 函数 . 

ZW, AES ASAP, AR, BE ?一 其 *) 及 
y = g(z) AARRE, H y= 1(g(x)) Apo AS RA Huk 
我 们 引 人 定 义 。 

定义 ”如果 了 为 入 图 函数 且 受 界 于 本 原 函 数 ， 则 了 于 叫做 准 全 
集 函 数 ， 

定理 1 设 和 4 集 对 受 限量 词 封闭 ， 如果 f 与 &,…,8s 均 为 
准 入 贷 函 数 , 则 (irga tka) 齐 是 准 A 集 函数 . 

证 明 首先 ，》 一 jU tt sgart axa) EARR 
因为 : 


恰当 GE # < A) 

B. Bened (Y = Heist sen)ati = Barin = Ze) 
Goor) 括号 中 是 么 集 亩 词 而 和 集 对 受 限 量词 寺 闭 , e e 
… gs】 是 和 图 函数 ， 至 于 受 界 情形 可 列 成 下 表 ， 它 表示 受 基 种 
RARR FARRS ETE SRA 2). 

故 它们 均 受 界 于 计 厌 函数 。 定理 得 证 

有 时 我 们 娘 上 面 所 定义 的 准 入 集 函数 包括 太 少 ， 可 以 引信 另 
一 种 准 妨 集 函 闸 。 


定义 ”如果 fes itt zw) 为 人 图 函数 且 受 界 于 上 升 的 A 集 
函数 , 则 f 叫做 强 准 A 集 函 数 . 

由 于 AA 集 函 数 必 包 含 本 原 范 数 而 本 原 函 数 又 是 上 升 的 函数 ， 
KANEA RARU AREA RRR. RIEA: 

定理 2 SSE A EBR BN H. 

证 明 由 于 受 界 于 入 集 函 数 ， 故 登 置 以 后 仍 是 入 图 函数 。 又 
因 上 升 函数 的 登 置 仍 是 上 升 函数 ， 故 知 强 准 售 集 函数 的 登 置 仍 是 
BARBRA. 

注意 , ARBRAR 58 BLAS 31, Z ARRAN 5 B9 ARER 
集 对 有 倒置 亦 不 封闭 ， 因 此 这 两 种 函数 集 用 处 较 少 。 只 有 两 种 准 人 
集 函 数 集 对 登 置 封 闭 , 因此 用 处 较 大 ,应 该 熟悉 。 

定义 ” 设 有 递归 生成 集 A, 如 果 除 入 的 原 有 开始 函数 集 外 ,再 
RU HORRI AT GBR, MERER A T U DRR. 

入 于 0 的 函数 集 当然 仍 是 递归 生成 集 。 

W U = (h... fahs W GEC), -tt ECE) WA UA), 
我 们 有 


filistro xn) = alkano) CE) 
一 te((xi Xa) KUA, 

下 文 将 〈xu "xn) 1629 z. 

下 面 的 蔡 换 定理 非常 重要 , 它 可 使 “A 于 已 的 函数 "的 理论 基 
本 上 化 归于 "A RES HEL. 

定理 3 (替换 定理 ) 如果 鬼 列 算 子 可 由 入 的 生成 算 子 表示 ， 
则 一 通 数 PCx) 为 和 于 二 的 函数 恰当 有 一 个 人 函数 PU) 及 一 
数 a 使 得 PCx) = P'(U°(u),x)o 
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证 明 (和 二 ) 叙 列 算 子 既 可 由 和 集 的 生成 算 子 玫 示 , i UA (a) 
为 A 于 口 的 函数 ,从 而 P(U2G0,2) BD PCz) 亦 然 。 

【一 ) 必要 性 可 就 PLO 的 组 成 过 程 而 归纳 . 

RZ MR P(x) 为 A 集 原来 的 开始 函数 , STI Pr) 为 
Pr), 与 + 无关 玖 # 可 任意 选取 .如 P 为 UU 中 国 数 上 Cx), 医 

ls) 一 tm 人 zy》 KUAK), 

È P'le) 可 取 为 mlh) Ki), Tü s Bak (eyak E. 

HR. 如果 P(x) BBEA, P= Ao -t,ln) RER E 
B, AY 一 PUA), R a) = RU), DU < i < 
m). 可取 # 为 w = m aE) AG) + maxen (z), 这 
时 
Alligi sIm KA) (DA ) ss T wY) 
故 POr) 可 取 为 大 (tx)。 star). 

(注意 ， 玲 积 函 数 可 任意 谱 大 ， 客 w > sij, REAA 
Uu) 成 立 ,自动 地 世 对 US(w) 成 立 .) 

如 果 PKx) HHE RE T e 而 作成 ,可 设 % 为 (1,1,1) 型 算 子 。 
并 设 PE) 一 wwwn&x,e)， 依 归纳 假设 有 

Hrse) = A'(U2(u),z.e), 

jKH w 可 随 z, 而 变化 记 为 else), 又 对 算 子 a fS BRE 
数 或 算 下 )M. 对 9 可 取 w = max{ wbx se)}, 辟 w 将 大 于 在 算 子 
过 程 中 使 用 到 的 一 团 =, 人 队 而 可 将 U) R Uiw) 而 得 

PCs) = mn A (Uw), x,*e)， 注 意 w 已 不 随 < mE ik 
P'(z,z) 可 取 为 tnh Urse), 归纳 步 嘻 得 证 。 故 必要 性 得 证 。 
从 而 定理 得 证 、 


$ 35. 递归 生成 通 数 集 的 典型 构成 
EX REBRE M ,白蜡 中 一 急 ” 元 以 下 的 函数 所 组 成 的 


集合 记 为 M 
3 


定理 1 设 递归 生成 函数 集 M 含 有 消 数 工 及 
G= pe(LK,KL), H = pg(1,K), 
划 对 乞 何 正 整数 ”而 言 ,M。 是 道 归 生成 的 。 

证 明 先 讨论 a 一 【{ 一 元 函数 集 )。 设 对 为 : M= [FAR 
Bohoso RERET ma h 

SiE (F): FARAR Q UAF Mi 中 。 

Q = {L6 Hif, jafar, +] 

BERMES G, H 故 对 # HAM Z f e E Mp. 
EMH j ETAREN MXX m, e ML, EMALI 
aar, PR. AW Q AT M 中 ， 

AREZ): 对 好 中 任何 = 元 函数 户 则 产 必 在 9 中 ,从 而 当 
f 为 一 元 函数 时 ， 工 f##FF 一 了 亦 在 2 中 , AEO 5 M. IEE 
了 、 今 用 归纳 法 证 组 ( 乙 ) 断 言 (就 了 的 组 成 过 程 归 纳 ). 

BE. wR f 为 开始 少数 之 一 , 婴 闻 为 某 个 创 , 故 在 中 。 

归纳 ， 如 果 i Elm ARR f= A(B1,…', Ba), 依 
归 然 息 设 ，A*, Br -BA 在 口中 , 由 它们 借 动 于 若 于 一 元 遂 数 
《可 由 GH 作出 ) 可 作 得 (4(Bs...,B,))* B, iki EQ 
m. 

如 果 了 由 生成 筑 子 or 作出 , 没 = e (Bos B). f 
BAER, Br, BE 在 0 中 ,而 sr WR PT,- BF EB 
P Eomh, RERE WE (Z. Bir. Am S M 全 司 . 

O m ta HE RRB), FEEN > 二 1 情形 得 证 . 

当 # 之 2 有 时, 命 

2 一 12 的 开始 消 数 及 算 子 ，PB2Owars-i "rani (1,69), DI 
易 证 M. 5 Q, 全 司 . 因 对 Ma E~ ER f Tr ,f* E o h, e 

Li*Fpg'Oxs tta f pg Ore tax = fCat tta) 

显 见 员 须 在 乡 中 增加 一 个 开始 函数 p Orain 及 (1, o") 
鸽 置 ， 便 可 伟 出 允 忆 任何 一 个 * 元 巩 数 Istar) T. Q È 
为 送 归 生成 的 , 故 定 理 得 证 。 


ene 


以 上 的 讨论 容许 有 无 穷 多 个 开始 荆 数 及 元 穷 多 个 生成 算 于 ， 
我 们 当然 可 以 命 G.) 一 MD, 
SO = a oy, 
但 合并 以 再 的 函数 se) EFEMT, MERHAT o Ke) 


封闭 不 得 布 知 ， 故 它们 是 不 能 用 这 种 方法 合并 为 一 的 。 但 闪 开 始 
画 数 或 生成 算 子 是 涤 限 多 个 时 。 却 容许 再 行 萄 化 ， 我 们 给 出 下 列 
定理 . 

定理 2 ”如果 函数 集 凡 只 有 有 限 多 个 开始 函数 ， 对 公 置 于 水 
封闭 ,又 省 有 双 数 6, 瓦工 ， 则 无 论 M.B M, 均 只 使 月 两 个 开始 
英 数 ,一 个 生成 算 子 以 及 (1,1) 双 置 而 生成 . 

证 明 根据 上 面 讨论 , 设 开始 负 数 为 h... fo m OLID 
于 的 一 个 生成 算 子 为 a, Ñ) M, AH LG HUATA FRI 
f, XJ a* 封闭 ,这 时 M, 可 和 如 下 生成 : 
开始 函数 : Kft- ef, G, H) 

RAF: 0,0, D ER 
T M, 可 如 下 生成 : 

FARR: K, (Crit sta br, P G. H) 

生成 算 子 及 登 置 同上 .读者 自 证 ， 


516. 控制 函数 与 枚 举 函 数 


定义 ”如果 大 co em) < gers -00), 则 说 了 被 8 所 界 ， 
或 说 f e 控制 . 

定 久 ” 设 有 一 函数 集 A， 又 有 一 国 数 sCeo e) 如 果 对 集中 
EER 1(s,,"…, ew), 恒 存 在 两 数 : Ba CaTa 了 而 变 ) 使 得 
u= mala tsr) Sa 时 有 : 

fxs sx) < EC, 4) (*} 
ANA g ERa Raa. 
注意 ,如 命 aleea) = g(eomax(a,e;)), MA: 


u = maxzfris sx) 


Bjs Pr xs) < 红 因 的 。 因 此 ,只 要 函数 max 可 以 使 用 ， 那 

末 可 以 认为 条 件 (# ) 对 一 河 * 戌 立 (不 根 于 Sa) RAITER 

这 样 假定 ( 当 不 允许 使 用 max 时 ,再 考虑 这 个 际 制 )。 
又 如 果 算 子 max 可 硅 , 如 命 pü sz) = max glesse), BI a$ 


EERS. 在 下 文 我 们 又 假定 Ken e) Hakr GRY 
要 , 同 法 还 可 使 加 e, 也 二 升 ,但 我 们 暂 不 要 求 这 点 ). 

定理 1 如 果 集 入 对 登 置 封闭 ,调集 和 的 控制 响 数 gles ca), 
作为 二 元 还 数 而 言 ,不 可 属于 A. 

证 明 如 果 glee EA, ML Bese)6A， 这 时 应 有 = 使 得 
g(x,z) < gla H z), GA x — z, BU O 1) < g, 
Aë. 定理 于 是 得 证 . 

EX HERR Gi(sbe),Gie) 使得 

„ZKO < Gila, max J(e))s MI o 2439. BD. 


《Gu Gy HR. 

注意 ,初等 算 子 夫 必 有 界 , 有 界 算 子 夫 必 是 初等 算 子 . 

对 于 使 用 有 界 算 子 而 生 减 的 函数 集 , 其 控制 函数 极 易 求 出 ,而 
且 易 见 可 用 涪 妇 臣 而 作 研 。 

试 设 作 久 由 开始 函数 A... 4, 利用 和 倒置 及 有 界 生成 算 子 
mo" G) 而 生成 设 £= Az. 命 


8E[21 + lp) = max. max SA es tae) 
Pas; 


m “Se 


则 对 开始 函数 而 言 ，4 (a, x) <£ itl, u), (u= 
max(x xzr)。， 下 反 )。 注 意 , 开 始 函 数 的 控制 函数 编码 为 奇数 . 
设 了 由 登 置 而 得 ,网 大 mi tata) 一 AB ttt Barn: ts 
tadh Hi Ala, za) < gCat), B (so oz.) < Elisu), NJ 
Alers tyta) < Blissinas( gli #), gi 8). Bim s))). 
S g(2375%.. .ps w) 表示 右 端的 函数 , 则 由 一 置 而 得 的 函数 
亦 可 找 出 其 控制 函数 ， 


„76>. 


BARF a mE, BD fs- sn) rae Alesta (我 


们 没 党 均 为 {1,1,1) 型 ， 且 均 作 用 于 第 一 个 空位 )。 命 * 表 max 
(oro)， 设 4(ny z.) < glinu) HT a 544 8, 
ERRA (G. GPM Gilena) < gün), GO) < glissa). A 


fx sxe) = m A(6525 a) 
< Giler, max Alesta vtxo))。 
Pe 


PN max Alesta: tän) < max Goe) < glis eli #)) (8 


rocke. 


和 对 第 二 空位 上 升 ). NE Gen max (em sn)) < 


+Q, 
max(u,g( i, gC, u). WEKIRRISCARRSSDNU, ERA i 佳 右 端 
为 gG, z). 

B 的 组 成 过 程 而 归 钠 可知; A 集中 任 一 函数 f 均 有 :使 得 
大 zi， sx) < gliu) 【其 中 e= max(rr ax)。 还 可 看 见 ， 
对 每 个 ME, u) 均 可 由 又 置 而 作 得 。 妇 果 入 集合 有 函数 
max, 且 对 算 子 max 圣 闭 ， 则 对 每 个 i 而 言 ，g(i,#) ZEARRA 


的 函数 。 不 过 ,上 面 说 过 ,作为 is 的 二 元 函数 而 言 , g(i,w) 不 是 
入 集 的 医 数 .这 便 表 明了 用 递 式 生成 的 函数 起 出 了 公 集 。 

定义 ”如 时 gU, o) 为 A 集 的 控制 函数 有 对 每 个 具体 的 ;, 
2Xi,*】 在 入 集 大 , 则 g(i,x)】 呀 聊 入 集 的 控制 骨干 ， 

定义 ” 设 A. 为 4 元 函数 集 ,如果 有 一 个 * 十 1 元 明 数 gleo 
= ea) EB A, 中 每 一 函数 fs. r.) 恒 有 一 数 : 满足 : 
下 wi 之 ,对 每 一 数 gs ce》 
SET A INH s EARR A. 的 枚 举 函 数 。* 为 f 的 编号 ， 

这 定义 只 对 A. 或 者 只 对 包 合 至 多 = 元 的 通 数 集 为 有 效 . 但 
通常 我 们 讨论 的 函数 梨 其 元 数 都 不 固定 。 甚 至 于 其 元 数 是 没有 上 
界 的 :这 时 上 述 定 义 便 不 能 使 用 . 

设 选 定 一 个 固定 的 乱 对 函数 组 ,由 它 能 定义 出 K. Kas... K, 
(00E (rezo. (C0. 我们 可 使 月 下 列 定义 . 

定义 ” 汲 有 一 函数 集 A, 又 有 一 个 二 元 函数 glee) 如果 对 

。 77 。 


于 芷 何 ” 玉 入 中 每 一 个 TBR] 均 有 一 数 * 使 得 
Kes.) m ECKE t tata) 

BZ ATAN” RE ngl, Gas... x) 沟 为 A 中 的 = 元 下 
Žo gne) ARRERA e 为 函数 了 0545. 

注意 :这 时 每 个 函数 只 有 一 个 编号 ,但 一 个 编号 可 以 对 应 于 多 
个 函数 。 例 如 ,1 EPS g(1,+) ARS, XIE gs Cr) 的 
RE gO, 《zu 6,22) 的 编号 笔 等 , 这 些 殉 数 的 元 数 不 同 . 对 同 
元 数 医 数 中 则 只 对 应 于 一 个 双 数 . 这 种 不 确定 并 没有 妨碍 - 

又 注意 有些 书 只 要 求 对 入 中 每 个 函数 为 有 一 : 使 

fG) = z(a, z), 

3MCOKEE RAR 1,g(1,*) BEET A. anki She E, 
这 样 便 容 许 gtr, *) 中 可 含有 人 以 外 的 函数 甚至 于 侣 有 一 些 不 相 
和 干 的 专 丁 ( 非 函 数 的 东西 )。 我们 作 严 格 要 求 ， 因 所 下 文 的 讨 沦 便 
和 一 些 书 上 不 同 . 

定理 2 ”如果 和 为 全 函数 类 对 短 因 圭 闭 量 舍 有 S: 或 Ne, H) 
ARKREBE Keos <)， 作 为 二 元 函数 言 决 不 是 么 集 的 浮 数 ， 
甚至 于 不 是 A 图 函数 . 

证 明 如 果 glee) 或 eq(eg(eoe;)) ETF AD Sele 
e) 或 Nele cs) 亦 然 ， 故 应 有 £ E z(a, e) = Seles e) 或 
gle) = Ngte,z) Æ e HAA R glr) = Set) 或 

gli) = Nelt), 

不 合 . 于 是 定理 得 证 。 

定理 3 gloed) A ARRARAS A (A 中 的 一 元 
BAR AR. 

证 明 (一) 如果 eln cx) DARKER, hu I)E A, 
ALA (Ë f(x) 一 gelUr) ik glee) 为 A RFRA. 

《< 一 ) 如 时 glene) 为 A 的 枚 举 邓 数 , 么 中 任 取 一 个 # 元 五 
数 户 则 Rieste Kae) WAER NA t E 

gite) = KK, 5 Kae )s 

WR gU, Crta £a) 一 及 a，…- z). HT39 T 5 gG, <o 


GE E 


— — T 


rosa) 852 元 国 数 , (ele) 为 的 委 举 函数 ， 

由 这 两 点 定理 得 证 。 

定理 4 如 录入 是 递归 生成 的 函数 集 、 售 有 配对 国 数组 (pe, 
开 , 工 }, 那 未 和 的 枚 兴 函 数 必 存在 ,是 可 用 单 重 送 归 式 而 定义 。 

证 明 由 上 定理 知人 的 科举 函数 即 A, WAERM. F A 
AFHR: SIRRIN K 及 某 一 个 一 元 函数 +G, 利用 (1,1) 
的 置 与 (1,1,1) 型 生成 算 子 «机 作 成 。 今 作出 其 枚 举 函数 如 下 


Kx B: = 038, 

Ax B: = 135, 
etra) = 1s(K [EE] (r [E 当 ，> 3 且 为 全 时 ， 

aD) 当 * > 3 且 为 厅 时 ， 


现在 依次 证 明 下 列 引 理 。 

5181 Œ nga) 为 和 中 的 函数 。 

证 明 :一 0,1, 显 然 ; 因 Kz,Ax EAR WR n > 2, AC 
归纳 假设 ): < o HISE LRI HER o SEAR HRSA 
RAA gor) FEA. KARBA E 1 成 立 。 

582 {ER A, 中 一 函数 f(x), 必 有 一 数 : 使 得 

gtx) = jG). 

证 明 Hi C) 的 组 成 过 程 而 归纳 . 

莫 基 ， 当 上 了 是 开始 函数 时 ,可 取 :为 0 或 1. 

BA. WR 了 由 登 奸 生成 , 即 了 一 Ce), 依 归纳 假设 ,有 
wn È Ce) 一 glaer), Ble) 一 g(r,e)， 易 见 由 第 三 式 有 : 

£(2pg(n,5) + 2,z) = gE pgti), gl E pga ia), *)) 

= g(t z)) = C(B G) 
故 知 这 对 于 的 编号 为 2pgt#s 12) + 2. 
WR f BEF e EER, BÚ Ke 一 ,2 BCe) RARER, E h 


使 B(s) — gelr) BEDAR: 


+79. 


BOn +3,1) = a Cse) = a BC) = fG), 
故 知 这 时 f 的 编号 为 24 + 3, 
由 数学 归纳 法 知 本 引 理 得 证 . 


由 引 理 1 与 引 理 2 可 知 ，8( es ca) 确 是 A 的 枚 举 函 数 , 从 而 
为 人 的 枚 举 函 数 ， 定 理 得 证 。 
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第 二 章 “” 初等 函数 集 
$20. 三 大 函数 集 


， 按 照 上 面 所 说 、 可 将 算 子 分 成 初等 算 子 (能 行 ) 高 等 算 子 , 半 
能 行 (高 等 ) 算 子 三 种 { 非 能 行 的 算 子 我 们 不 讨论 }。 祝 等 算 子 也 可 
能 作出 偏 函 数 ,而 且 结 果 冰 数 的 定义 域 未 必 能 够 凑 定 ,但 这 种 算 子 
入 少 用 ,我 们 就 不 讨论 它们 了 . 

初等 算 子 中 有 最 强 的 初等 算 子 、 而 且 有 多 种 彼 此 都 可 互相 表 
示 ， 但 在 鼻 此 互相 表示 中 须 殿 助 于 若干 已 知 函 数 ， 目 前 已 知 有 一 


个 初等 算 子 [了 ,从 本 闫 函数 出 发 即 可 造 出 足够 的 函数 用 以 表示 


=) 


FJ0939835 T. USU AMI .PSUE SE J| m 


n 
作成 的 函数 集 叫 做 初等 函数 集 . 

高 等 算 子 最 常用 的 是 原始 递归 算 子 ,从 本 原油 数 出 发 ,利用 破 
里 及 原始 递归 算 于 而 作 忒 的 函数 集 则 做 原始 递归 昭 数 集 . 

半 能 行 算 于 中 有 两 个 非常 量 要 的 算 子 ,一 是 一 般 递 轨 算 子 ,一 
是 求 送 算 子 ， 从 本 原画 数 册 发， 利用 三 置 及 一 般 递归 笋 子 碟 作成 
的 函数 集 叫 做 递归 函 救 集 .。 在 前 半 只 放 论 作成 全 函数 的 递 刁 算 
子 , 所 得 的 叫做 递归 全 函数 集 ( 通 常 萝 上 叫做 一 般 递 归 本 救 案 ), 到 
后 面 再 讨论 递 乒 偏 函数 - 

从 村 荐 函数 出 发 、 利 用 释 置 及 求 递 算 子 而 作成 能 函 教代 内 容 
极 少 ,不 便 使 用 , 通常 再 添 函数 e t en ete GE ee lef 
c2]), 从 而 得 求 着 于 n ten atea 的 函数 乐 ， 下 面 将 证 里 这 个 
函数 集 与 递归 函数 集 相 司 . 

还 应 指出 ， 通 常 污 中 所 说 的 一 般 递归 函 救 按 定义 涪 实 即 我 们 
下 文 所 涪 的 可 有 限 计 算 函 数 , 它 和 “递归 ”无 关 ,也 很 难说 是 原始 递 
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BATRE. 所 以 我 们 引进 一 般 递归 算 子 并 定义 递归 全 函数 。 
而 把 前 常 拟 说 的 一 般 递归 函数 改称 为 可 有 限 计算 函数 .当然 :可 以 
证 明 两 个 函数 集 实际 上 是 相等 的 


$21. 初等 函数 集 


初等 函数 集 的 名 称 是 由 Kamar 提出 的 ,他 的 定义 是 : 
定义 ”由 本 原 函 数 及 c ten ete et e> [ale] 出 发 ， 


经 过 有 有 限 次 倒置 及 选 加 D AR 所 生成 的 函数 集 叫 做 初等 


BAR. 

这 个 定义 有 多 个 新 开始 函数 ,又 有 多 个 生成 算 子 ,显得 初等 函 
数 相当 复杂 ， 当 然 ,可 用 上 文 的 方法 把 开始 函数 变 成 两 个 ,生成 算 
子 变 成 一 个 ,但 这 种 人 工 做 作 的 硬性 简化 ,仍然 使 得 初等 函数 看 起 
来 很 复杂 ， 现 在 我 们 给 出 另 一 个 更 简单 更 自然 的 定义 如 下 : 


定义 ”从 本 原 函 数 出 发 ,利用 又 置 及 算 子 ”J 作成 的 消 数 


Ce 
RURAS EMR. KA 
I o= II + m) 


ams) nm 


定理 1 新 上 定义 是 等 价 的 . 
证 明 设 由 旧 定 义 所 得 的 函数 集 记 为 As 由 新 定义 所 得 到 的 
函数 集 记 为 Aa, 


AHAT ][ r) 是 封闭 的 , 因 在 A, 中 可 以 作出 


ny 


o seus] 


(2) #Nx = u Nz, 
(3) uo = (u= o )N2(e zea + unv), 
从 而 
I Ko = fetm 


etme) eonim 
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ET Ar 中 含 让 本 原 函 数 , 因 而 A 为 A. 的 子 集 . 
反之 ,在 A, 中 可 作出 旧 定 义 中 的 开始 函数 及 算 子 如 下 : 
© [re= [I to, 


esn thy 


(2) == Jf e, DERT 


Ey 


(3) Nr— 0?r, 
(4) Ne=) = [o 


eate) 
(5) <q(x,y) = (OF N(z—y)) [ N(y=z), 
(5) %@(z,y) = yT eq(z,Sy) ( 暂 用 记号 》 
E= y(38 z = Sy 时) 或 一 1( 当 x 取 Sy BJ), 


O) x = [[ ws) ( 暂 用 记号 ) 


ewa 


它 一 Dr (H z se 0 NRH x = 0 BJ), 
(8) ae 一 JOY JJ Be) 


=a 


它 一 "* 当 了 于 的 最 小 零点 为 时; 它 =1， 当 J 的 最 小 零点 非 = 对 . 
O RO = JU) 
=] 在 * 以 下 的 最 小 零点 , 当 存在 # UTRERA E=, 3 
在 #* 以 下 天 零点 时 
{10) xy 一 sql? Pe,C2 tx) 13) 
GD *+3 一 f qier) Ry) 


aD 


(12) atey = Ce - e + 4: ryle t y) o- (r+) 


(13) (*/y] = TNU < Ser) 
` 


u9 Exo= s(t) 


= rn = Hee) arom 


* 83 <, 


足见 旧 定 义 中 所 有 开始 函数 及 算 子 均 在 A rE TE H, i A 为 A 的 
FR. 

合 上 两 点 可 知 A = As; 亦 即 两 定义 等 价 。 

我 们 再 介绍 一 些 初等 函数 与 初等 算 子 : 


(15) 了 NKe) RRE o UTF ie 的 零点 个 数 ， 


peri 


(16) ni = ][ Se 


《17) rs(a,z) = u — v » [utv] 
(18) plesn) = riiNre(n, asr) 


F 表示 满足 sa) 一 0，rs(4, a) A 0 的 + 根 。 可 以 说 是 = 
PARAF RNA (Han 382229). 当 yn 包工 时 结果 如 
F: 


PO) = 0, l,e) = n, 

plas0) = 0, epla, 1) = Negla, 1) 

(19) P(z)( 第 = 个 质数 ,而 PL0) = 2) 
P(n) = ni eq(sm， > Na [> Nrs(ase)s2]) 


eper Ee 


RE D Nrsl ee) ea WF cr 因子 的 个 数 ,而 


A= (X Ne ee),2) 


表示 = 的 因子 个 数 为 2, 即 a 为 导数。 D Negla) 表示 Se; 以 


eser 


TERRAE (5 D) (O) WERE Sa 以 下 共有 ss 个 


i 
质数 ,最 小 的 o 便 必 然 是 第 ”个 质数 《从 第 0 个 数 起 )， 问 题 在 了 
求 «的 上 了 根 ， 这 个 上 限 可 取 21(2T oa), 但 还 可 取 更 小 的 上 限 , 今 
不 细 论 . 


Gu) epla,n) = GPa)(e th P, 8932383, 


L 
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QD Hn 一 m Ca, P...) (中 最 大 质 因子 的 足 玛 )。 
H F EIB938 92 uE 
U2) s= I Plet epa) 


eS Ha 


= ][ PET epn) 
REE- 的 项 因子 分 解 式 * 也 即 是 个 术 基 本 定理 . 


$22. 初等 函数 集 的 分 类 


如 果 以 别 的 初等 算 子 出 发 ， 则 单 用 本 原 函 数 不 能 作出 初等 函 

数 集 ,必须 逐步 地 加 入 : (1)x 士 加 《2)z - y，(3)x” 为 开始 函 
数 ,最 后 站 得 到 认 等 荡 数 集 。 从 而 初等 画 数 集 分 成 三 复 , so; 不 加 
FER, a: 加 入 < 十 y》 为 开始 函数 ，6: 再 加 入 * "$y 为 开始 
RH, e: FIA <" 为 开始 孜 数 , 这 时 也 得 到 初等 函数 集 了 。 由 
于 所 所 的 算 子 水 同 , 序 得 到 的 s. a, a, WRR. OSa WEA 
同 的 . ) 波 兰 人 A Grzegorczyk 用 受 限 原 始 递归 算 子 : 由 g, A.I 
而 造 j nm F: 

f(ss0) = gle), 

Hesse) 一 b(u,z,f(a,z)), 

Isr) < ile, z). 
(参数 “可 有 多 个 , ) 这 个 算 子 基本 上 和 我 们 的 wl AE 


B s EIER m 82E 23k K RAAH, z" E e 中 但 ez 
却 在 e 中 ,这 似乎 不 够 自然 。 如 果 使 用 别 的 算 子 


min, max, Xj, rti 
Zaa. eaa? A Mia 


FS BORADA stot. REANL EE iv 最 好 ， 


所 得 的 tt: RAAR. 今 介 绍 如 下 . 
_iny fo 指 eqtf(e),w) 在 " 议 下 的 最 小 零点 "如 果 夺 在 的 


* BS 


话 ) 或 v( 当 无 北 种 零点 时 )。 它 迹 可 写成 
„iny fe) = ri legle), u) Oeqte,o)l, 
(如 明知 。 以 下 有 零点 , 则 "Oeqle,v) A.) 
C) 函数 集 s. 
(0-1) Pr 一 iny Se. 


(0-2) Mx 一 iw De, 


(0-3) zNy= inv l 


<=. aN ty 

(0-4) Ny 一 Ny. 

(0-5) r+ Ny= inv SeNMy, 
ss ' 


(0-6) z< Ny= in SeNy. 

(0-7) ae 二 iw zNe, 

《0-8) mige) -A 

(0-9) Nestle) [=mia Mie) = JI Nit) 
= WI mi NID. 

C0-10) max NIK D 一 NC ri Ke). 


由 {0-3) 可 知 e, 对 命题 联结 词 是 封闭 的 ,由 (0-9), C0-10) 知 
s 关爱 限量 词 是 封闭 的 ， 

(—) ERE as《〈 耿 人 开始 函数 at z). 

(1-1) r+ y (AF ARRO. 

(1-2) r— = hy (y + s) (4r < y EREA z). 


(1-3) z—y=— (z — y)N(z — y + y — z). 
(1-4) =y = (z—y) + (yz). 

(1-5) min(z,y) 一 x 二 (x 二 办). 

(1-6) max(z,y) = z + (yz). 

(1-7) [Is/a] = iny (Se-a$rys 


af 


tla DEER, a 可 写成 6 个 S: 相 加 ,) 


《1-8) 


ZEKO m na r Hote NK ra (e). 


(1-9) masj(e) = M rü N iw NSH f(a))). 
CE-10} miof€e) = f(0)--mas(f(0)-=f(e)D, 


《 亦 可 仿 (1-9) 定 义 ,在 N 之 后 将 c, e 对 调 .》 
(Z) ERR s (FRATAR). 


(2-1) 
(2-2) 
. (2-3) 


(2-4) 
C2-5) 
C2-0) 
0277) 


(2-8) 


到 (新 开始 函数 )。 

x- y= a + y)2+— sta 021, ' 
[z/y] 一 Ciny {Sety - Se))NPy, 
relz, y) = xy > [z]y]. 

IVE] = ins (Srl8e)) 


Er = x+ [y = P 


T= rt [eeen] 


IV 8Sa -a + (581 J + < 


ra= | ža F2 


Ta Ra Ë ma 与 [Wz ] 的 推广 ,以 后 再 讨论 . 
(2-9) tmsy = rs(Ky,1 + Sx Ly). 
(这 是 tm 函数 的 一 个 ,在 e 之 内 的 .) 


EE RAHE & AER . 在 内 ,但 51, IL 动 不 能 在 


£; ARR. 


{四 ) ARE e. 〔 再 添 人 开始 函数 2". 
我 们 今 证 ,这 里 的 s 即 Grzegorczyk 的 ,而 且 也 就 是 Kalmar 
所 定义 的 初等 函数 集 ， 为 此 , 只 颂 证 明 ， 在 我 们 的 s 内 再 以 表示 


受 限 原始 递归 算 子 ,从 而 可 以 表示 途 系 算 子 “[[ EST. 


elm) 


EEA Grzegorczyk 原来 的 说 泛 ， 他 使 用 原来 形式 的 原始 递归 


ros 


算 子 (从 而 是 高 等 算 予 )， 伍 加 和 一 条 件 : PUIS AE S E F 
已 知 区 数 时 ， 该 算 子 允许 使 用 ,不 受 界 于 已 知 落 数 时 则 不 允许 使 
用 .问题 在 于 介 许 不 人 允许 使 用 ， 对 其 为 高 等 算 子 一 事 没有 丝毫 影 
唤 。 我 们 现在 证 明 , 作 了 这 样 限制 的 原始 递归 算 子 ,可 以 与 一 个 初 
等 算 子 互相 表示 ,换言之 , 它 已 变 成 一 个 初等 算 邓 了。 这 个 初等 算 
FEE re 


leper Coan 


ERI ZRARRARTONEX rect) 与 加 限 的 原始 递 委 
算 子 ( 叔 记 为 xcc2) 可 以 互相 囊 示 。 从 而 可 以 彼此 代替 。 
BA HAZRET reel 而 造 一 新 函数 hr 


(ws0) = glu) (1.1) 

halu, Sx) 一 fns rshi(wsx)) (1.2) 

hlas) < ilar} (1.3) 
今 用 各 限 算 子 rec? MERAM h WF: 


b(u, z) 一 rec? fase er) 


(erent dl) 
MARE z + maxi(#, e). 这 个 函数 满足 条 件 : 
pen = glu) (2.1) 
hlu, St) = usmin(ss AYsmin( A h(ast))) (2.2) 
hF, HDA hlu) = 有 (wx,x)。 我 们 就 * 而 竺 归纳 证 有明 ， 
RE. aau) 一 agla) = ahale). 
归纳 . E: < x HEA hle) = h(u, 的 。 今 讨论 Sz 的 情 
X. RIER S <e HE 
hlut) < ilu) < max j(z, e) < A (2.3) 
对 < HERNA a 
blu, Sr) = onflusmin( A, tj min( A ,ñ(u,r))) 
= caile, minl yhet) 
= anflastsiles)) 
= ails) 
特别 : 当 上 一 * 时 有 
hala, Se) = b(a;5z) 


. 5o 


改 归 纳 步 又 成 立 , 从 而 依 归 纳 法 知 
h(t) = h(usz) 
注意 ， 我 们 所 以 不 直接 讨论 hu, S) MEE 各 Cr 9), 
G 改 +)， 因 为 如 直接 号 h(a,Se) 则 * 为 归纳 变 元 , 这 时 参数 空 
位 e(müa(v,:),min(rs,A(s,z))) RRRA 4( 因 4 中 含有 新 添 
变 元 z, 与 归纳 变 元 同名 )， 这 点 务 须 注意 . 
由 这 一 结 虹 可知, 如 能 使 用 recl, 必 可 用 recl RER. 
反之 , 设 用 rec2 而 造 一 新 函数 二 如 下 
peeo =g (3.1) 
Alvu, Sz) 一 fu,min(s,z),min(e,0(e,a,z))) (3.2) 
AF WRT EREE RKF e, Wk Asu, S) < 
max maxftus es ex) < je) 故 必 有 
kG, z) < e + Hay) (3.3) 
Ek, A(z,a,z) 可 根据 (3.1)~ 《3.3) 科 用 受 限 算 子 recl MER. 
即 rec2 可 用 recl 而 表示 。 定 理 得 证 . 
出 这 一 定理 可 知 recl 与 rec? 可 以 彼此 替代 . 下 文 我 们 一 
BRA rec2, 不 用 recl, 今 证 recl RAE iny OR, 
证 利用 recl 由 {1.1)~f1.3) 而 作成 函数 点 。 今 命 
Wo = eq A(s,e) 
从 而 有 mewo 一 Alust). ÜR wo 应 满足 条 件 ; 
eqUimow u) PN sacql mC Se, w), fasesim(e, w))), 
(这 条 件 下 文 记 为 4(w,5,w))。 由 上 面 四 子 定 玩 还 得 知 ， 如 : 表 
Ta + max maxf(us e162)» 则 
m SPEC PF (Cs + 2)F 3),2 [ G2)) 
《 暂 记 为 =)， 故 
m= ri Alun) 


而 Aer) = tmr, wo) = tm(z, rü AG, w)} n] recl 可 用 
rü 及 max 而 表示 ,但 上 面 已 经 用 iny MART ni K max, H 
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recl 可 用 .iny 表示 . 在 表示 中 , w 的 上 限 C 可 用 2* 及 平方 函数 
而 表示 :因此 在 s 中 recl 便 可 用 iny 而 表示 了 。 


ee 


KIE rec1， 极 易 由 它 而 表示 [[ . 这样,e H Grzegorczyk 


(mn) 


的 e, 相同 ， 也 与 Kamar 所 定义 的 初等 函数 集 相同 ， 这 正 是 我 
们 所 作 的 结论 。 


§ 23. 初等 函数 集 的 另 一 构成 


初等 算 子 是 很 简单 的 , 煤 却 是 不 可 缺 的 , 亦 即 当 它 不 避 修 为 全 
置 时 , 傣 不 能 用 登 置 来 代替， 基体 说 来 , 设 有 一 个 不 逮 化 为 登 置 的 
HEEF c, 任意 一 个 登 黑子 8, 疙 不 可 能 成 立 下 列 等 式 

Ke = # (e) 


但 出 人 意外 的 是 : 当 适 当选 取 开 始 函 数 以 后 ， 初 等 函数 集 可 
以 纯 用 又 置 组 成 ,元 需 使 用 任何 算 子 。 这 时 , 楚 等 算 子 便 是 多 余 的 
T. 我 们 知道 ,初等 函数 集 是 使 用 最 强 的 初等 算 子 的 ,最 强 的 初等 
算 子 既然 无 用 , 别 的 初等 得 子 也 就 同样 地 无 用 了 .现在 我 们 便 来 让 
BH arar, 

先 讨论 一 元 请 形 。 我 们 知道 ,甚至 于 祈 等 于 As....4, 的 一 
元 阴 笋 集 也 是 着 归 生 成 消 数 集 ， 即 它 可 由 开始 函数 A,A H 
发 ;经 过 (1,1) 生 置 及 一 个 (1,1,1) 型 生成 算 于 0 ME. 

定理 1 任 给 一 个 初等 于 4,,… ,44 的 一 元 函数 f, 其 堆 识 
函数 AU) 都 可 以 由 下 列 函 数 纯 用 (1,1) 僵 置 而 作出 

(D 并 始 浮 数 的 堆积 函数 Ale) uA). 

D a 1) 登 置 的 代表 函数 ,其 意 指 下 函数 ， 


Wh esiw) = q miales) w). 


(3) 生成 算 子 WARM BO) 与 其 示 性 函数 M(x,x)( 即 


Seq esim( ost)) 
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证 明 今 就 的 组 成 过 程 而 归纳 证 晓 . 

ME. 为 开始 男 数 , 则 ile) 35 AFC)... Ae 之 一 ， 
定理 显然 成 立 . 

AA ORFEU DERRER IE He) 一 UO, HER 
RiR, LleLAO 巨 经 作出 这 时 ae) = mle, ON S 
e)s g(a) = ml eng lA Z a), KW 而 

EACe)) = tm(im( e, AJ E NE 2 e,o SAD 

1°C) = seg g(8(e)) 
= seq tm(m( e, AiO) 
这 里 由 于 <m ARI r> uv maxh(e) ERT, ERN 


子 以 及 堆积 函数 中 ,一 般 都 有 (至 于 我 们 可 以 到 用 具有 这 样 性 质 的 
RIEF) Ale) 之 maxke) IS EER í = s, = (u) 便 


RTB: 


(a) = seqm(m( es h9(8)),22(82G2)) 


ARORAU OA 
HO 可 由 Wa E 2° BRTNB. ZARY. 
如 果 f 由 生成 算 子 而 作出 , 设 Iu) 一 a eCe), BUR BE 
8 人 (<) 已 作出 .我 们 有 : ~ 
Pa) 一 Seq caseB es) 
= M (egt Bn)) 
牙 态 可 由 & 的 示 性 函数 M, AAR B E. g* 登 置 而 得 . 定理 成 立 . 
KERFA ERSE. 
定理 2 任意 一 个 初等 于 As, A 的 函数 集 都 可 以 册 下 
列 开始 国 数 出 发 纯 用 又 慎 而 组 成 : 
G<) 同 定理 1, 
G) Gitna KH aR pe (二 元 ) 
TA RIST 4:,…,44 的 性 一 函数 1, 其 f ,是 上 面 讨 
论 过 的 委 置 子 ) 都 是 一 元 函数 ， 依 定理 1, CTE OWAN 
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等 置 而 得 . 并 二 为 DAYI Han ttrt) 一 了 (Cr xz) 
AES ;za? 登 导语 便 可 得 1 Y. (4) 中 的 函数 有 无 穷 多 个 
( 因 ”有 无 穷 多 个 ), 如 月 pg, 则 可 取 pgripgra pgxa-its 为 《zs 
“这样, 在 (1) ~(3) 之 外 只 顷 增 加 一 个 二 元 函数 fg 便 够 
了 。 故 定理 便 完全 得 证 。 

分 析 上 面 的 证 明 , 可 知 这 种 性 质 不 限于 初等 函数 集 ,任何 递归 
生成 集 只 要 满足 下 列 条 件 都 将 具有 同样 性 质 . 

(一 ) 开始 函数 只 有 有 有 限 多 个 . 

(2) 生 碱 算 子 为 初等 算 子 ,其 示 性 孙 数 与 机 隙 数 均 在 该 递归 
EREK. 

(=) 有 一 个 配对 函数 组 在 该 集 庆 . 

(H) 相应 于 (1; DARDARA XO W) 在 该 集 内 、 

读者 可 仿 上 文 而 证 之 。 

对 递归 生成 突 我 们 每 每 以 使 用 生成 算 子 的 次 数 而 分 类 .。 亦 
Rh: 只 利 玫 装 避 的 到 置 于 开始 玉 数 特 膨 于 多 。， 除 登 置 外 又 使 四 
一 次 生成 算 子 而 得 的 函数 融 于 Fo EA” KERATIN A 
BAT F, ` 

但 天 只 使 用 初等 算 子 的 递 轨 生成 集 还 言 ,这 于 分 类 法 不 合适 ， 
因为 不 管 开始 函数 妇 何 选 么 ， 只 要 产生 了 上 述 定理 中 那些 苞 数 以 
后 ， 统 用 委 置 便 可 得 到 整个 该 函数 集 了 .因此 该 余 的 分 类 以 使 用 
别 苞 款 准 为 宜 。 
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区 上 我 们 讨论 以 最 强 的 初等 算 子 为 生成 得 子 的 函数 .现在 我 
们 讨 沦 以 极 弱 的 初等 算 子 Nour 为 生成 算 子 的 函数 集 , 它 们 亦 韭 
常 重要 , 沼 为 它们 极 弱 , 记 包 售 的 通 数 极 少 ,但 表现 力量 趣 很 蝇 ,在 
很 多 方面 和 原 冶 递归 函数 集 甚至 于 和 溢 归 全 函数 集 有 司 幸 的 作 
R. 

定义 N... WEIDERT 
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定义 ”以 本 原 函 数 为 开始 函数 ， 经 过 琶 置 和 初 基 算 子 而 作成 
的 函数 集 叫 做 弱 初 基 函 数 集 。 再 加 和 人 开始 函数 ae 及 [efe] 
便 得 强 初 基 函数 集 . 如 果 加 入 A... A, 为 开始 函数 ,所 得 函数 
集 便 称 为 初 基于 4,,.… ,44 的 函数 集 . 

由 于 弱 初 基 函 数 极 少 ,下 文 将 把 强 初 基 函 数 省 称 为 初 基 函 数 ， 
弦 初 基 配 数 则 不 作 省 称 ， 
重要 的 初 基 戎 数 有 : 
(1) x 一 》 (开始 序数 ) 
(2) [7/7] O RREH) 
(3) min(z,y) = +(+ y) 
(4) xNy = [x/ NY] 
(5) Ne = INy = [I/Nz] 一 1=x 
(6) z@y = min( Nz, N2y) 
(7) <@y = Nmin(Nz,Ny) 
(8) ca(z,y) = N(N(z— y)N(y==)) 


(9) min NICe) = Ninat) = ]] srce) 


(10) max NIe) = N(N.....Ë(e)) 

定理 1 初 基 范 数 集 对 命题 联结 词 与 受 限量 词 是 封闭 的 .( 读 
者 自 证 .) 

初 基 通 数 集 包含 较 少 ,但 准 初 基 函 数 集 则 包括 很 大 ,起 状 很 
要 的 作用 . 今 列 出 准 初 基 函 数 ( 及 一 些 初 基 请 词 ) 如 下 : 

(1) y< z, y=z = 0; 

(2) y < z, N(z=—y)= 0 R Sy+z = 0; 

G) ¿= =+ y, + (a—z))@(z2-(z2-y))@(z-— zy) 


= 0; 


E 


(4) 三 一 y, 
(Gy 四 z)GCNy 四 Mr 四 Nz 中 eq([xyz],7) 
*@eq([z—1/z]1,y2=-1)) = 0; 
《(3),(4) 不 是 准 初 诗 至 数 , 只 是 初 基 图 函数 ), 
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(5) 了 为 :的 倍数 ， 
(x@y)ONz@eq(Ly/z]=-1,[y= 14] = 0; 
(6) y = rafusz)， 
(sq(z,e)0y)Q(N(u— y)ci(y=-u 为 的 倍数 )) 二 0; 
(Q) 7 一 [Vx]， 
(z@y)O((y—[s*/y])S(S[<z/Sy]1=-Sy)) = 0; 
(8) ?为 平方 数 Nisyeq(y,e + e) = 0; 
(9) y = Ex, 
Nis N: (eq(x, y + a Deqley er DDU s.s) = 0; 
(10) y = Lx, 
N2 N: (eq( es [V x ])@eq(e, Ez)@sa(y,u — )) = 0; 
UE) y = m(š;,22)(=rs(E,1 + S - Le), 
Ewi 


y= Ew ae Isia ETEN ENEE B.T 


Jeras) An = Ewh(el oe aA e 
—1= Lu = ahn = i- ahe => Lw; 

02) y = seg Ke) 是 初 基于 fe) 的 亩 词 。 

V... (f(e) = tm(e,y)) AN, Ni soNeqlf en) tm{ es e)). 

乡 重 要 的 一 个 事实 是 :对 一 些 符 号 叙 列 所 作 的 变 找 都 可 以 用 
初 基 函 数 详 刻 刘 (其 特征 函数 是 初 基 亚 数 }。 我 们 只 举 出 两 例 : 代 
人 与 替换 . 

假设 田 编号 为 ast- … ,ee 的 符号 组 成 的 管 号 叙 列 ,其 编号 
为 sqfayayaay ago) 

RA. 设 原 式 为 EH EPMA ARAU 4 ,结果 
得 一 式 EE', 记 为 


E’ 一 sub(B,X,A) ， 

今 没 EEX, A 的 编 号 分 别 是 * ezzwz 则 应 有 一 数论 函数 sb, 
使 得 blee, a) 一 0， 今 求 sb. 

TR EH E E. X (BJJEi 2 K z) 可 以 找 出 XX 出 现 的 地 方 , 设 X 出 
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ATÆ hiso oh 个 符号 处 ,如 果 有 4 只 是 一 个 符号 ， 则 。 与 。 
的 关系 是 : 

tm(0,e) = tm(0, e’) 

Yieimool = 0 A tm(¿, e) = z— + tm(z, e”) = a) 

Wiem l = 0 Atm(¿,e) > z— - tm(¿,e*) = tmir e)). 

作 侣 取 之 后 ,其 特 证 函数 显 为 初 基 函 数 . 

AR 4 由 不 十 工 个 符号 组 成 , 则 应 有 ;! 

tm(0,e) + k: = tm(0,e'), 

Vien li = 0— mlie) = Gi, 2), 

W,—|tra(8;, + th + ie) = tm(¿ + 1,a) (0 < ¿< ID), 

Wilh + iK < š < h, + (2 + 1) —tm(:, z) = tli, ce; 
作 合 歌 之 后 ,其 特征 函数 也 是 初 基 函 数 。 

可 按 4 而 判定 它 是 哪 一 种 , 故 sb EDEA R 

再 讨论 蔡 换 .由 于 替换 可 只 换 一 处 ,也 可 换 两 处 或 多 处 ,甚至 
全 部 替换 为 确定 起 见 ， 我 们 规定 只 替换 一 处 且 指 明 从 第 几 个 
符号 起 作 替 换 ( 妇 需 多 处 替换 ,可 逐次 作 一 处 蔡 换 而 得 ). 

设 有 一 式 E， 从 第 ”个 符号 起 糙 子 式 4 替换 淮 了 得 结果 式 子 
E, E,A,B,E' 的 编号 分 别 设 为 ey ay b,e'. W ee 间 的 关 
系 应 如 下 ,其 特征 函数 可 记 为 rP(esa,5,e"): 

eH nnt l, ttm, a) 一 1 个 符号 应 分 别 与 < 
中 第 1 个 ,… 第 rmt0,z) 个 符号 相同 , 即 

Yictmo Ki Z 0 — tm(n — 1 + i,e) = tm(i,z))5 
号 中 第 nynt 1,--.,.6 + tmil, 5) 1 个 符号 应 分 别 与 5 
EE 1 45; 3 tmf0,5) 个 符号 相同 , 即 
Vis 人 天 0 一 mate 一 1 十 和 一 ta 办) 
e 的 从 第 1 个 到 第 ”一 1 个 符号 应 与 < 的 相间 , 邯 
Wieali = 0 — mG, e) = lipe )); 

e th2# nt im(9,4) 个 符号 起 应 与 e* 中 第 n + tm(0,5) 个 
符号 相同 , 即 

Via Lim, e) — tm(0,a) —tm(š + tm(5,a), e) 
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= tm(š + m(0,5),e”)); 
作 舍 取 后 ,其 特征 函数 显 为 初 基 函 数 , 它 正 是 rP(e,a,b, e”. 


5 25. 基底 函数 集 


定义 ”由 函数 .所 ,…,f 出发。 经 过 有 了 恨 次 矢 置 所 作成 的 
BARET f, h, h BAR, h, h... b WATER 
数 , 记 成 的 区 数组 成 一 个 又 置 集 ， 

也 可 用 以 下 定义 : 

EX BEF hh, ,fs 的 函数 集 对 为 满足 下 列 两 条 件 的 
最 小 函数 集 : (D fto eoh BT M, Q) MIRANHA. 

我 们 日 常 使 用 的 有 下 列 的 又 置 集 : 

(1) 以 e tenat ea 为 开始 池 数 的 又 置 集 叫 做 多 项 式 集 . 

(2) DL ag es [elal 为 开始 函数 的 又 置 集 叫做 基底 函数 
集 ,( 注 意 , (一 < = [e/01] = 0.) 

G) DL ee 二 ee elejei e] 为 开始 函数 的 
丢 置 集 叫做 五 如 函数 集 . 

现在 先 讨论 基底 澶 数 集 。 

基 府 函数 集 的 开始 函数 是 加 法、 乘法 的 逆 函 数 ,但 基底 湘 数 集 
中 的 水 数 与 多 项 式 大 不 一 样 。 祖 咯 说 来 ,可 有 下 列 函 数 : 

O) ate (FARW). 

Q) [ef es] (开始 函数 ). 

(3) Ne = i>e, 

(34) ¿Na = [e f Ne:]. 

(8) miale e) = etetea) 

(6) Dea = mine, Me) ERRE). 

(7) eer = Nmia(Ne Nea) (3 RIME). 

(8) eq(e e) = (e10) Bleater). 

SUL EE EE BASE ONKA 1851109. 
基底 区 数 集中 的 函数 虽然 不 多 ,但 其 中 的 谓词 却 是 不 少 的 , 我 
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们 列 出 一 些 如 下 ， 右 面 列 的 是 它们 的 特征 函数 ， 亚 然 都 是 基 误 巩 
将. 

《1) e = a eqler, es)s 

(2) aga atn 

(3) e <=, N(ejei)t 

(4) == Tea 

(esteit e} Dle esne) Bs ee)); 

(5) a= ae BSF Uea = 0V eÍ = 39)A e 0y 
(ea > 0Ae Ae N/a] = Alesta] = ol); 

(6) e 为 a BJ9 83. ESAT (a= OA. = 0)v (e = 0 
Aleat 1/8] = [eye 一 15 

(7) e = rs(cas n), B DPT (e = OA = a)l < 
mA e= 为 ci 的 倍数 ); 

(8) e= Wal BMF (a 一 0Ae = 0) V(a < in 
falA s 2 [lert erm e:)/e1])3 

(5)< (8) 的 特征 函数 容易 从 它们 的 等 价 的 课 沁 直接 作出 。 


š 26. 多 项 式 集 


由 于 加 法 乘法 具有 可 换 律 ,结合 律 。 乘 法 太 打 法 又 有 分 配 律 ， 
因此 两 多 项 式 ( 以 自然 数 为 系数 的 ) 的 相 加 相 乘 。 基 结 有 杂 都 是 多 项 
式 , 因 此 多 项 式 集中 每 一 个 元 素 都 是 以 自然 数 为 系数 的 多 顶 式 .至 
于 多 项 式 谓 启 则 是 

Plasset awa) = Olas xs]， 
EFP, O 为 多 项 式 . 由 于 多 项 式 集中 设 有 函数 eq9, 故 多 项 式 谓词 
的 特征 函数 未 必 是 多 项 式 - 

定理 1 多 页 式 谓词 对 "或",“ 且 ”封闭 ， 对 全 称 量 词 ( 受 限 或 
否 ) 封 闭 ， 对 "否定 "及 不 受 限 存在 量词 不 封闭 (对 受 限 存在 量词 的 
AAE MRAD., 

证 明 设 有 两 多 项 式 亩 词 Pod = B, 及 P,— A, = Ban 

py 


则 有 
C) 中 VPe( — B) + (i — B) = 0 
(AA + BBa) — (A,B: + AB) = 0 
— AA; + B.B, = A.B, + AB, 
(2) P IAPy—( A — B.) + (A, — BaP = 0 
— (Ai + Bi + A; + BI) — (24B, + 2:B,)=0 
Ai + Bi + Ai + Bi = 2AB, + 2⁄5B, 


再 设 A= Do a, Bi = D> bor (a, b, 25% 8318532635 Sl 
ame 7 
(3) YaP lea) Ye lA le) = Be)) 
—v [= D bee) 
Yla mb) 


(eh) = 0 


Pua + aD = > ab, 


(4) VasP (le) rl A a) = BCes)) 


Yara (Diei = Dites) 


= sar 


a Yaar (> (a = bedei = 0) 
-DE (a, — 2 =, 


ee 
í 


SEE eimo (适当 的 co) 


co cr 


— 3 4E a) 一 0 


— h. 


— 21 c D da = 0. 


这 里 dy 为 有 理 数 , 取 其 分 母 的 最 小 公 绽 数 4, 则 有 
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— >; D dedy = 0 


再 把 带 负 号 的 项 移 到 另 一 边 , 即 得 
<> 硬 一 Ba 

至 此 ,封闭 性 部 分 得 证 ， 如 果 它 对 否定 封闭 ,或 对 不 受 限 存在 量词 
封闭 , 它 将 包括 一 般 递 归 谓 词 ， 这 不 可 能 。 故 不 封闭 福 部 分 得 证 ， 
从 而 定理 得 证 。 
”关于 多 项 式 谓词 的 研究 牵涉 到 自然 数 系数 多 项 方程 的 有 解 向 
BDA Z Hiber 第 十 问题 , 这 问题 实质 上 是 ; 给 出 一 个 方法 
用 以 判定 性 意 给 定 的 具 自 然 数 系数 的 多 项 方程 
: P(xss sr) = Olar tata) 
是 否 对 mutor, 有 自然 数 解 ， 要 解决 这 个 问题 , AA RNR 
及 递归 下 举 谓词 (定义 见 后 ) 作 深刻 的 研究 ， 将 在 下 文 讨论 ， 但 在 
BWR h FIAR: 

定理 3 谓词 ? =u" C5EEB838) 可 以 用 添加 不 受 限 存 在 量 
词 于 多 项 式 谓词 而 得 .换言之 ,可 以 找 由 两 多 项 式 

P(Y, Eig sa) OOF sv Xs tr ri.) 


使 得 
y = uec gr ar Bx (P(y.u,e,xi t z.) 
一 QF sts o, titta Ea)). 

这 条 定理 证 明之 前 ,我们 首先 研究 有 关 Pel 方程 的 根 的 一 些 
HE. 

pe 方程 是 “一 dP 一 ] 而 4 无 平方 因子 。 我 们 只 研究 一 
个 特例 : 4 = a — l, > 1. 

有 关 方程 r — dy = (d =a — l,a > 1, ry 22 0) 的 一 些 
结果 将 综述 和 如下。 

定义 ”如 果 ur JEJER, U oy) 可 名 做 上 方 种 
的 根 矢量 ,而 z+ j, 可 叫做 上 方程 的 根 复数 ，m + yv 2a 
会 上 方程 的 根 矩 , 概 生 特别 重要 , 故 下 文 特 将 “ 根 矩 "省 称 为" 根 ”. 

《1) 任何 根 + + ye 不 可 能 满足 
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lcr tyy d <a ty de 
证 明 因 


1=a — d = (+ Vaya a) 
= G+ y d d) 


MRA 1<x + y/ 4 <a + d WE 
l>r -yy d >a — d, 
由 此 可 得 90<2y Vg < 2 4 , 故 0<y < 1, 这 不 可 能 (不 可 能 有 
自然 数 在 0,1 之 间 ). 
(2) EROR z tyy 2 5 naty aN 
(z, tyv 4 )( + pa 2), 
即 (zu + yaq) + (zs + za) V 2 , 亦 为 其 根 。 
证 明 因 (r+ y day 2) = 1, 
(a + pV dr — pV 2) = 1, 
故 
Ga +y aa + y / Ns — pV dm y 2) = 1, 
亦 即 


(mz; + yiyad) + (xy; + my) d 

为 其 根 . 

定义 将 (a+V2) 记 为 mtyVa . 

G) aty 4 为 根 当 且 仅 当 有 "使 得 + 十 YY/d 为 z. + 
y 4, Bl < = z,, y = y,. 

证 明 因 a+ 2 AR M = + y / 4 BL (2 + 4 
为 根 。 充 分 性 得 证 ， 下 面 证 必要 性 . 

METR EE n = 1, BD 1+0/ ZB 为 一 根 , 而 1+0V 2 
为 Q +V izn =o, 

如 ?2 LN tyd >1( 因 We > 1) 故 必 有 nië 


* 100 "> 


(+ Vay<<x+y/a <( + V ays, 
如 任何 ” 均 全 等 号 不 成 立 , 则 


1<(x+ y daar / 4" eV 


(z+ y aat V a y" Bl (z + y a yG — V ay, 为 方 
程 之 根 , 与 上 文 的 (1) 相 矛盾 ， 故 必 有 使 等 号 成 立 ， 
G) 我 们 有 
Emin mW 二 他 ?ma 
Vats 一 z,Ya F anya 


证 明 
(mas yaa V d) = (x, + y, V ax, + y, 2), 


(mo 十 no) 一 (xz 十 和 WE 一 WE) 
将 其 乘 出 ,再 比较 有 班 部 分 即 可 . 

在 特 济 有 tot 一 axa E dy,, yap = ay, K xÀ, 

(5) ra > z, HE z° < x, 

Za > y, É n < y, X. as"t << y,(n SRT) 

证 明 由 上 知 tos Z atm 2 fm 又 而 一 1 放 z, Za, X. 
a> ya X. n=l, @& y. 2 n, X. y = 1, R y, 22 ant (38 
n > 0 FP). 

(6) ton = Jax, 一 ze- Yapi LAs 一 yo 

证 明 由 ran = az, + dy, Eai = ar, — dy,, 消去 加 ,又 
出 Yasi = ay, + z,, Yaa = ays 一 ra BE an AIR, 

HOTA, z, < latas yaa < ay, (n > 1 f) 82 z, < 

W2 e). E, y, < (22). 由 (6) IA, z+ 与 za 同 奇怪， 
yi 与 ye AAR. 由 于 
: z=, 1 
故 xs Bo Yes B, yaa Üo za 的 奇怪 与 ARL 
(7) taa 一 —zi(modr,), Fmaj = *tyi(mody,), 
证 明 


GEUS 


Einsi == Eare; 十 Gil = dy.(y,x: Eray, modz.) 
= dyir;[modr,) = (r, — L)z;(mədz,) = — z,(modz,) 
Yint, 一 yoxati 十 ayati = z,(y,x; E zay,)(mody,) 
= try, [mody,) = + (dy, + 1)y,(mody,) 
= +y,(moúy,) 
(8) rss; = x;/(modz,), Fisy = +yj(mody,) 
证 明 x... = — trng, = z,(modz,) 
Yint; = Yensi = + y;(mody,) 
(9) tci <. 
若 x; = x/((modx,), Mj j= +j(mod4n) 
着 yi = y(mody,), M| j= i(mod4a) 
证 明 r] = ngt < 1 < 2n), E 
z; = x; = z,(modx>,), 
a = 2 B n=l, Hiel 又 因 这 时 有 
m = 1, n =2(=a), == 4-2 — 1 =7, 
可 知 在 won PAA z 5 x; AR (modz), WUE 1 = i. 如 
Bal E a se 2, MES z, = arnai + dyni > 2rn D I 
¿<s hhk& xx < =,/2. RA s = [(x。 一 1)/2], 则 (所 请 同 余 
沟 对 z, 而 言 ) 
=s, s 士 昌 一 bb01)2 1 
ARER. EEA 
l = z < r, < *-* < g 


A t'isana Ea $ Sans xa t", =n, =al = 
—1) AR. BITA zo zott mas 彼此 均 不 同 余 。 但 上 文 有 
,mpdrs): 故 必 1 = i. 亦 即 "在 任何 情形 之 下 询 有 一半 
从 而 ，7 一 4ng 土 i, BD j= +ilmod4n}; 

对 BISERE. 

(10) z, 与 >, 必 互 素 ( 因 有 = — dy: = l), 

定义 ako (BÜ rs(ose) 一 0) 亦 记 为 |o, 

QL) yaly H ala, 
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r; = 


证 明 (eNit nle G (= sk, 342 k — LETRA yaly 如 

YalYas HT ?tt = z, 十 zy, EOF Fajo 由 
paai Yalar BE alye 

(e ¿= "q+ (0 < r <). H yay TE yaly rh 
GJE y. <yn MOD. r = 0,80 nle, 

(12) z,Í = kety, mod) 


证 明 rto 4 = (z. +y, 2 


Hk Z 的 系数 知 
EY pn 
Yag = xG; Jat yal 


除 第 一 项 (i 一 1) 外 , 余 均 为 只 的 倍数 ,而 第 一 项 为 tx 和 9。 于 
是 定理 得 证 . 
《13) vily AH nyalt 
证 明 (QEPE A= y, 知 yaly AA CD 知 ， 
nyalf 时 有 Aiye 
(e £= nk, WA) 六 1 生生 :yw E Valkai, E tas Va 
ER, D y,|k. 从 而 nyajak, BI sy.|z. 
(14) y, = n(moda — 1) 
证 明 ”一 路 1 对 显然 设 已 对 4 及 # 一 1 成立， MA 
Yayi = 2ay, — y,-i = 2n — (n — 1)(məda — 1) 
= n + 1(moda — 1) 
ikfk bhi k EBE UE, 
(15) xla) = z,(6)(moda — 8) 
Yala) = y,(5)(mode — b) 
证 明 ”一 0:1 时 显然 成 立 (而 且 成 立 等 式 )、 设 本 定理 对 r 
En- iR MWA RR Y) 
Zapia) = 22z,(a) — 2,18) E laz, b) — zailh) moda — 5) 
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= swfif5)(mode — $), 
发 焦 归 纳 法 定理 得 证 . 
(16) z,(a) — yakaa — t) = #"(mod(2at — # — 1)). 
证 明 4 一 0,1 有 时 成 立 (而 且 对 等 式 成 立 )， 没 本 定理 对 "及 
s — 1 成立 , 刘 
sone) — Yayla) la — e) = 2ars — xni — GQay,(a — t) 
— rale —1)) 
= 2a(z, — yala — £) ) 
— Kena — Faila — 1) 
= 2t" — "(moia —  — 1)) 
Hat — 1)(mod(2ar — 8—1)) 
= z”! + #(mod(2at — P — 1)) 
= #eti(mod(2ar — 2 — 1)). 
(17) (a > n > 1 LaSi, 2at— # — >: 
证 明 这 时 上 > 1,88 P + 1 < tt + =, šK 


2ar— t — 1 — n >> 2 tt — tt 2 


=ru) > 0, 
故 得 2z: — n — 1 > m. 
GO 4 a> P >1 Brzi 
P = rs(z,(2) — y,(a)(a — t), 2at — P — 1). 
上 有 了 上 面 这 些 结 果 后 ,我 们 便 可 得 到 下 列 定理 . 
W 
L = (2— 1) Hl; 
TL # = (2 — 1) + 1; 
IH. # = (ë — 1) + 1; 
IV. ç = ry; 
V. b= 1 + 4py; 
VI b= a + gui 
VH. s= x + cu; 
VIL £= K+ 4(d4— 1); 
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IX. yek +!+ 1. 
定理 2 给 已 ra Ra > 1) 后 ,我 们 有 : 
x= relaja b, c,d RTP, dr st uv YATIA ++ MIX) 
证 明 (ATABA RKR H 1, U NE i.i,n 使 
88 z = x(a),u = ia) s = x/(b). E IV yenin 
VI, ë >a > 1, B. b= a(modz,(a)), 故 
z; (5) = x,(a)(mo3z,(a)), 
由 上 面 的 性 质 知 有 < (6) = xiKeJ(modxw(a))。 合 并 两 者 , 便 得 
a,(a) = =/(a)(modz,(a)), 


再 由 上 述 性 质 ,很 
j= +i(mod4n). (GO) 
又 由 IV OPIY RR nal ATOER 
j = +i(mod4y;(a)). 《2) 
由 V, $= 1(mod4y,(a)), 可 由 上 述 性 质 
y (0) = jJCmod4y,(a)), (3) 
由 VHI 
y (0) = &(modšy,(a)). C4) 
由 (2),(3),《) 可 得 
= ¿(modáy,(a)), 6) 


H IX, Syla), 又 因 iS yla) kah OOA 4 = í, 从 而 
r= x,(a) = rla), KEHEE 
(>). W£ z = z(a), 32 y = yala), Hür kap. F 
m = 2ky,(a), 
€ “= tnla), v = Yala) M| H RT EER” A y ERG 
E rry MD IV 成 立 . EEA’ 
# 与 4) 互 束 。{ 因 为 ;车 Ple play Eds #, p F. Pl 
XA yle, Pln 5 m, ERPE) WIRA b, tE 
b = 1(mod4y) 
E 3 二 almocw), 从 而 可 找到 名 满足 VVL 命 += rli), í = 
EJ UI 成 立 。 因 b> aB s >> z, VI Nl: = z(mods), 
“105。 


故 可 找到 < 满足 VI， 此 外 ,+ kik r= k(modó — 1), h VI, 
t = k(mod4y), 故 可 找到 4 满足 XM, LA y> k, KORRE 
满足 下 。 于 是 ,必要 性 得 证 。 定理 得 证 . 

定理 3 给 出 m,n, k Jš, m = nul ~ XII A BRR, 
其 中 工区 同上 ,而 

X. (z — y(a — n) — mY = (f — 1(2an — — 1 

XI m+ g= 2an—m— 

XU. w=n+k+l 

XU. ê= (w — wo if? + 1 

证 明 HH 1 IX, z= rea), y= yla), H X,XI, m < 
2an— m — 1, B. m= rs(z— y(a —n), 2an— m — 1), H 
XO, XII, ¿>> tr， 故 由 上 述 性 质 可 知 ，m 一 st, (EMRS 
读者 补 做 .) 


$27. 五 则 函数 集 


再 讨论 五 则 函数 ， 五 则 函数 中 的 四 则 是 熟知 的 ,加 法 ,乘法 都 
ERNA, eten e/a 对 第 一 空位 递增 ,对 第 二 空位 递减 ,这 
也 是 大 家 熟知 的 。 其 中 最 值得 提出 的 有 两 个 公式 : 

(1) a = et lefe] + rs(e, er), 
反之 ,如 果 有 cí = e ` ey + eo Wú ev < e MEA 

e= rs(ee), EB. a| [eje]. 

(2) rs(Se © ë; + es, S21} = rs( e3, Se). 

此 外 还 有 一 条 非常 重要 的 定理 ， 在 国外 曾 被 叫做 中 国 剩余 定 
理 ,其 实 应 该 叫做 孙子 定理 . 

定理 1 (孙子 定理 ) ”如果 各 5: MAAR, 而 aal <; 
<n) UFADA 

rs(z,b;) = ¿(1 < ; < n) 
必 有 根 ,而 任 两 根 之 差 必 为 bb. b, 的 倍数 . 
证 明 RK (hrdze sbn) 是 做 除 内 矢量 ,将 各 除数 清除 z 
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后 所 得 的 剩余 c 组 成 剩余 矢量 《ea ca。 r cs), 这 矢量 便 串 做 由 
< 所 产生 的 制 余 矢 量 。 显然 每 个 数 x 能 产生 一 人 也 兵 产 生 一 个 芋 
RRE. hT. 必 小 于 相应 的 渚 5 放 可 能 的 剩余 矢量 (由 不 同 
的 * 而 产生 的) 至 多 只 有 hb… 6s A. 

设 数 « 与 数 " 产生 相同 的 剩余 矢量 , 则 有 

rs(s,b,) = e, E u = rib; t c; (r; 为 商 ) 

rs(s,ó,) = c, ig + = së; + c, (s, 288) 
# ue = bir — s), Wir z 29 b, KRR MELER, 
故 # 一 "为 bh.……6。 的 管 数 , 亦 由 上 方程 组 任 两 根 之 差 必 为 
bb... 的 倍数 . 

因此 ,在 [0,6.&…6s 一 1] 区 关上 的 不 同 * 必 产生 不 同 鸭 剩 
余 矢 量 ， 由 于 这 个 区 洞 为 共有 bbrd, 个 不 同 的 *。 故 共产 生 
bb 5, 个 矢量 ， 上 文 说 到 ， 不 同 的 剩余 矢量 至 多 有 B55 
个 , 故 空 们 都 被 这 区 间 内 的 = 所 产生 , 亦 即 上 歌 列 方 种 组 必 有 一 根 
在 50: 总 如 加 一 1] 区 间 上 . 定理 得 证 . 

当 绪 上 不 是 两 笛 互 素 时 。 上 方程 组 未 必 有 报 ， 但 污 足 下 列 条 
性 的 方程 组 . 


rsle; — c;,dv(P;,b;)) = 9 
Gob, 的 最 天 公约 数 能 整除 c, a) 必 有 艰 ， 其 正明 并 不 太 难 ， 
诅 下 文 雹 用 , 故 不 再 汪 , 读 者 可 自行 证 明 . 
当 方 程 组 具体 给 出 { 即 痊 出 具体 的 5,c) 后 。 解 这 个 方程 组 有 
很 巧 妙 第 方法 。 还 有 多 种 方法 ,下 面 的 方法 最 简单 . 
A 设 有 一 数 ,二 数 余 LEAR 3, 七 数 余 2, 九 数 余 8， 问 本 


E. 
解围 5.7.9( 一 315) 的 篇 数 依次 用 2 S. RER 1 的 ， 由 于 
rs(1 - 313,2) = 1, 故 取 315. 
用 2.7.9( 一 126) 的 倍数 依次 用 5 路 , 求 式 你 3 的 ， 白 于 
rs(] ° 126,5) = 1, rs(2 .15) 一 2，rs(3 1,5) 一 3， 
故 可 权 3.126 = 378. 
用 2-5"3( 一 94) 的 倍数 依次 用 7 除 求 其 余 2 的 .由 于 
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rs(1 + 90,7) == 6, rs(2 - 6,7) = , 
rs(3 ~ 6,7) = 4, rs[4 +6,7) =3, 
rs(5 ` 6,7) = 2, 
HT 5-90 = 450, 
用 2"5.7( 一 70) 的 倍数 依次 用 9 除 , 求 其 余 8 的 : 
rs(1 70,9) =7, rs(2 .7,9) = 5, 
rs(3 - 7,9) = 3, rs(4 -7,9) = 1, 
rs(5 7.9) = 8, 
故 可 取 5.70 = 350, 
现 将 各 数 之 和 再 加 碱 2'5. 7.9( 一 630) 的 们 数 ,得 
= = 315 + 378 + 450 + 350 £ 630m 
一 1493 630m 
= 233 + 6307, 
233 5125 2. 
FARRS yE aJ DHE E T. 数 去 . 
定义 Teie [HED] Ta mtmanki + 个 


TT 数 ,又 名 Ln 十 3) B 3k. CEREANKK. 
定义 Re 指 < 以 下 非 零 了. 数 的 个 数 .。 
Eo 指 “一 也 Re (BA T, 数 剩余). 
当 = 一 0 时 有 (三 角 数 ) 
ra = | + (l) UG I) 
2 2 
当 = 一 1 时 有 (正方 数 或 平方 数 ) 


Ta + a, 


从 而 Rir EELV x 1 (x 以 下 非 零 平方 数 的 个 数 )， 而 E, ~ + 一 
IVa PERSA Ex) 部 是 五 由 函数 。 

今 证 ,对 任何 a, Rur, Ex 都 是 五 则 函数 。 

Ra Su x ATAR T, 数 的 个 数 ,天 RO = 0. Dike e 0, 
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PEE p ZR Ss， 这 时 Ra 0 可 设 Rx Si D. ATA S 
TEETE. TE 
TS < x < TSS 
将 T. 的 值 写 出 , 略 作 变化 便 得 (b 即 Sa): 
(25: + š + 2) Bor + (627 < (25: + 3b + 332, 
两 边 开 平方 得 


Zhe + š + 2 < [Vt (55231 < 26 + 36 + 2, 
Bib br 2 再 碱 2 即 得 (注意 6222 = a= 1,b=2 = a=1), 


2: + 2 < [V Bor + (asl1Yl + et < 2 + 45, 
故 可 得 
s < REE Garten < 
即 当 * o 时 有 (注意 : Rx = 57) 
[War 十 (a2=133]-+a==1 
7 22 
当 * 一 0 时, 易 验 泪 上 式 亦 成 立 , 故 它 普遍 地 成 立 ,从 而 Rx 便 是 
= SE UEA 

HF Esx = rt T Ra, 故 Ex BEAMER. 

要 推导 Rox 与 Br 的 性 质 , 用 这 个 公式 都 是 很 麻烦 的 ,但 可 
hEm 文 而 推导 。 今 列 其 主要 性 质 于 下 ， 它 们 豆 然 是 平 
方 函数 ,[V e 1 与 Be 的 性 质 的 推广 

(1) TTi + y) = 0 (T, 是 递增 函数 六 

(2) Ror 一 R(x 十 7) = 0 (Re ERRAR); 

(3) R,Tzx = x; 

(4) T.R.r r = 0 (BD TRr < x); 

(5) SeT, SR = 0 (Rl x < T(R + 13): 

(6) x = T.R,x + Ex; 

(7) Tale + v) = Tx + Ty + Sa sx ' y; 

(8) R.(T,(r + y) + Sa -z)= z+ y; 


SSi, 
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(9) 如 果 z = T, + ç Wú ë< Sa u, M| 
R; = u, Ex = ç, 
当 。 一 1 时 以 上 九 式 便 是 关于 平方 函数 ,[V。 ] 及 Be KER. 
有 了 时 我 们 还 用 到 下 列 商 函数 (4 为 具体 数字 ): 


La = Rar E; Ex = Rox Es] 
a 


至 于 L, 一 ERa 则 用 处 更 少 。 


aiios 


第 三 章 ”原始 递归 函数 


$ 30. 原始 递归 式 及 其 简化 


定义 ”由 本 原 函 数 出 发 。 经 过 登 置 与 原始 递归 式 所 作成 的 函 
数 叫 做 原 始 递归 沙 数 ， 如 果 再 加 入 开始 列 数 A, Ane An E 
则 做 原始 递归 于 Ao As... 44 的 函数 ， 

可 以 指出 ,原始 递归 函数 集 包括 初等 函数 为 其 特例 , 因为 我 们 
可 逐步 作出 ”有 m+; 


a 
Q) aur; utim 
u + Sx = Su + z); 
(2) ura: uv 0 一 0 


n. Sx — ux + u; 


G) TH: Hi- 


TE Ko = (H ko) fo; 


esa os 
(4) Dr; D0 = 0, 
DSx = z, 


(5) mz a= 0 = u, 
usr = D(u—=z)š 
© H o= I jG + m, 


ik, 50105 AA PIE Fa aE BUR AEH. 
STN BS 3B9UBNUA32 JastiB058-F218032 450 (Ins 4- 
参数 写成 一 个 ) 
ge 0) = AG). 
Ka, S2) = Bü x, fs, #)), 


~He 


并 把 它 记 为 Kw, z) = rec{ 4(w)，B(us z, )}， 但 显然 有 ; 


Jau,z)= re Blu, eo ea), 
Cesur 


试 写 出 两 边 应 满足 的 条 件 , 即 可 知之 。 
显然 可 见 ,在 通常 所 写 的 源 始 递归 式 中 ,使 用 可 变 多 个 了 函数 
值 ,只 使 用 一 个 4 函数 值 , 故 对 女 而 言 , 实 只 施行 一 置 ,对 函数 8 才 
使 用 算 子 .通常 却 认 为 原始 递归 式 是 对 两 个 函数 实施 的 《作用 域 
中 有 了 两 个 丕 数 ), 这 是 对 原始 递归 式 的 误解 .奇怪 的 是 ,这 种 误解 一 
直 没有 受到 人 们 的 注意 . . 
原始 递归 算 子 有 种 种 特例 。 首 先是 不 允许 参数 的 ， 其 次 是 原 
始 复 迭 式 ( 其 中 被 作用 函数 不 含 递归 变 元 ) 即 
itr f(e)= ree fei) 


erun lepetan 


再 就 是 从 办 起 的 原始 复 迁 式 : .tr (C). RIE, RESH 


式 可 用 无 参数 的 复兴 式 代 酝 ,如 果 增 加 开始 函数 x 二 y， 从 而 甚至 
于 可 用 无 参数 的 从 零 起 的 原始 复 迭 式 来 代替 ， 
上 面 说 过 。 只 要 作出 一 个 从 0 起 的 具 平 梯 狂 的 配对 函数 组 以 
bB k alt, 便 可 把 源 始 递归 式 化 归于 无 参数 的 从 0 起 的 原始 复 迭 
AT. 这样 的 配对 函数 组 可 选用 
Peler ca) = Uei Fe) Fe) +e 
Ke= e> [V e P 
Le = KIs e 1 

而 tle ea es) = eNe 十 Nm， 因此 ,只 要 作出 

(1) s + e 

(2) Ne, 

(3) a> 

(4) =, 

G) IVe] 

EST. 

定理 1 从 本 原 函 数 出 发 ， 只 利用 益 置 及 无 参数 的 原始 递归 

式 , 可 作出 原始 递归 函数 集 ， 
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证 明 我 们 依次 作出 上 述 五 冰 数 如 下 : 
jutr gt0—g 
u+ Sz = S(u + x) 
(2) Nr «NO = u 
HS = Ü 
(3) Dx D= 0 
DSx = x 
*(4) uer uag 
u — Sr = Du x) 
*(5) = P ù 
{SxP = = +x+ x+1 
KORCES i/o 1= 0 
[VSz] = IV Z] + N ((S[A/ z IP Sr) 
定理 得 证 ， 
定理 2 从 本 原 函 数 由 发 , 利用 生 愤 及 无 参数 的 原始 复 渤 式 ? 
TIERA RHEA. 
证 明 KHUFRRRES, RUSRFLEST. PN 
程 如 下 : 
"(1) a+ z, e + 0 = x, 
u+ Sx = Sluter), 
(2) uNa, uND = u, 
uN Sr == 0, 
RDA Nz 表 Nr. 
(8) rsa, 2). rs(0, 2) = 0, 
rs(Sxr, 2) = Nes(z, 2). 
(4) rin c) C ARER EEH). 
rs{D, c) = 0, 
rst Sr c} = Stala, e)N(Nrs(rs(z, e), Ce — 1)NPrs(z, c), 
EE REES PEHR rs(x, c)。 其 中 的 。 不 允许 代入 , 例如 
不 允许 马上 使 用 rs(x，xNz)。 
CETERI 


19) a) (nas, 2 为 固定 数 ， 它 为 Ü + |Z). 


B.(0) = 0, 
HSr æ SH,x + Nrs(SSHor, c + 1). 


《6) gtw)《 暂 用 记号 }。 
g(0) — 0, . 
elsz) = 2.23 当 g(z) — 0 B$, 


注意 ， 


m [P] 8 SIDANE = 0 8, 
= 22] sled Aztele) 时 
= G] a skonsa 时 

` 


a j] x ONKO) 时 ， 


[E2] - ae + eO, 


[R] - seo + exe， 


pe] = Mge) + H.z(z), 


PEES — ire + Hew). 


#& zGO 可 以 作出 (有 了 加 法 , H) 及 aNz 后 ) 
(7) NiEx = Nestele), SN _ 
(8) Gr: ( 暂 用 , 它 为 = 十 2V = ])。 


(9) r; 
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G0 = 0, 

G,Sz = SG,z + INEL Gar + $), 
P= 0, 

(sz) = Gl) + 1, 


(10) Flu, xz 一 ip, SSeN(rs(e, 2)NE:) 


(11) Dr = F(á4x* + 3r -+ 1-+ rs(x, 2), x) + Nrs(z. 2) 
注意 ， tiA qp q nq raq r, 
(12) >z: n> D = = 
u — Sz = D(u — z) 
(13) a ae 
n 


FOA) [V z] = [Gar =- 1/2] 

PUEDE StEpE FH TEENHE 

定理 5 只 须 增加 开始 函数 = *， 利 用 要 路 与 无 参数 的 从 
4 起 原 给 揽 选 式 , 可 作出 原始 递归 函数 集 。 

注意 ,不 增加 二 元 汀 数 是 不 够 的 . 

证 明 ”我 们 依次 作出 各 函数 如 下 : 

(1) 2z 一 r SSe, 

(2) F — 1 = r S(26). 


(3) 2" = s(2* — 1). 
*(4) z y = AÁ == ((A z r) = 9). 
4 为 DS n nwn, Z 2 r + y. 

(5) Mr = itr 1. 

(6) Ne = 1 = Nz, 

(7) egles y) = N(N(x zz YING = 7). 
(8) rs(z, c). 

rs(0, e) = 0, 

rs(Sx, c} = Ne=eoa(rs(r, c), 5) + 2Neatrsz，c YY + 

+ (e — 1)Neaq(rs(z, e), e — 2). 

(9) Ha (F) E). 

(10) P = Hex = <, 

(11) Ke》 == r+1trardy ze zv GOB). 
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(12) AGE) = (JG) == (2" +z) as Q + z) GE). 
#(13) Nz = pes + s]. 
4 

(13) g(z) (Fš E). 

(15) NEx (Bl E). 

(16) Ge (Ft F). 

17) (BE). 

*G8) [V z] (同上 ). 

*(19) u r = (u az z)N(= == g + a z zY 

把 不 始 递 归 第 子 化 归 到 无 参数 的 从 0 起 的 原始 复 法 算 子 ， 可 
以 说 已 作 到 景 简 的 了 ,但 只 要 增加 一 个 二 元 函数 + = y, PREH 
整个 原始 递归 涂 数 集 ， 


53. 单 重 递归 式 


5 上 是 从 化 归 方向 状 腿 。 现 在 再 从 加 强 方面 着 照 , 有 很 多 表 画 
看 来 复杂 有 力 得 多 的 递归 式 , 却 可 用 原始 递归 式 来 表示 ,下 面 我 全 
便 介 绍 这 些 更 强力 的 涝 归 式 , 直到 最 一 般 的 昔 重 递 妇 式 - 
(一 ) BE#RR. 
在 Ka, 5x) 的 表达 式 中 ， 不 但 需 使 用 fx, +)， 还 贫 使 用 更 
前 的 新 函数 值 天 ,x = 1),，f(w, * = 2) 等 等 。 但 只 使 用 有 限 
多 个 新 函数 的 在 前 值 ， 这 叫做 串 值 递归 式 ， 设 有 弟 值 递归 式 
gee 0) = Alu), 
Fle, Sr)= Bs x, Hue, i)a t-ta Fas £5)) Gis za tarp x), 
FEE RB 3, 便 得 
u 0) = Alae) 
lue, Sr) = Gaa, f (u, r), FCn, Sr)). 
后 一 式 可 化 为 
F (as, Sx) = Gila, (u, z), Bilas rs ËP (8, z)), 
这 便 是 原始 递归 式 。 


*1l6 + 


(=) TRR. 

我 们 同时 定 又 几 个 孙 数 h, f-ra fa. HERA fCw, Se) 时 
AEH f BENEAT EERE). 这 叫做 联 立 递归 式 、 

RADISBBR Ch, fotto h= g OT f = K.z) ERÈ 
化 妇 到 原始 递归 式 去 了 . 

男 有 一 种 变型 的 联 立 递 局 式 ,在 计算 f(v, 5*) 时 ,不 但 用 到 
会 体 函 数 的 在 前 信 Ar rhs ts falusa) E, MEB AH AU 
Sz), (a, Sx), -5ta fi a(o Sr) 等 排 在 前 面 的 ( 足 码 绞 小 的 ) 函数 
的 当前 值 ， 对 此 我 们 不 能 思 前 法 化 归 ， 而 须 政 用 卞 靶 ， 引 人 函数 
glu, x); 


husz) 3829 glu, hz) 
bls, x) 329 gla, kz + 1) 


Talu, z) 329 gla, ñz + & N 
RP PRETESA EARE e RER Just. 
(=) SARTREN RREXAR. 
ERARA h HANER p HEWE, HAARE 
的 , BU x。 所 谓 “ 在 前 的 F ERREGE < 主 论 ,并 不 计 绞 参 变 
元 * 的 大 小 ; 即 不 论 a, a MKM, RTEA Kus z) Æ Hias 
Sz) 之 前 。 ARHE Cas *) 永 可 用 来 计算 f(w, sx) ,这 里 可 以 是 
s> 4 的 已 知 的 函数 , 例如 (wz*)， 甚 至 于 还 可 以 依赖 于 在 前 的 上 
值 . 例 站 可 以 出 现 MAG, z = 1)z). 当 右 吴 出 现 参数 为 wz 的 
EAE hi, 文 和 兹 三 式 叫 数 参 数 变 异 的 递归 式 , 当 出 现 先 参数 还 
KETARKAN. EURER. JUL BE 
甚 府 于 多 重 伐 套 、 例 如 ， 
fu, Sx) = B(u, 其 所 wx = fü, z)), z)) 
便 含 有 三 重 伐 套 ， 
我 们 先 订 论 参 数 变 蜡 的 递归 式 ,最 简单 的 是 
gee 0) = Ala), 
JC, Sx) = Bhu, x, ]KG(); z)). 
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BE CU) 只 水 赖 于 * 而 与 * 无 关 ( 但 可 舍 别 的 参数 )。 
P. . 
glu, l, z) = AG Cu), rz)N(z — 1) 
那么 
glws 1, 0) = J( Glu), DINCD — I) = ALG)) 
Bl#, L, Sz) = G (u), SryN(Sr = 1) 
= B(G u), z, (GG u), NS — D 
一 BUGS (u), x, (Glu), r)N(z = I )N(Sz-- D) 
一 B(G (u), z, glu, L, xy))NUSz + D) ' 
ZR, ge !, z) 可 用 源 始 递归 算 子 而 定义 ， 琉 定义 了 g。 于 是 
Hes z) = A(G (u), JN {r — z) 
= z(u, z, £), 
由 此 可 见 , 上 面 的 参数 变异 递归 式 可 化 归 为 原始 递归 式 玉 磊 置 . 
BETRAKTE, ERASER RARE: 
pe D) Am), 
Ha, Sz) = Blus xs finst) ees frps re)). 
这 里 各 a 与 各 xi 者 是 a, z 的 已 知 通 数 , 且 有 z; < z. 
利用 变 百 妇 一 法 , 即 引 和 人 了 的 堆积 函数 后 。 可 将 请 = 妇 一 成 
x, Wa, ERASER 今 具 体 作 出 如 下 (其 中 G, G 两 函数 
见 前 讨论 氢 列 算 子 处 ) 
r (u, 1) = x= + max max Lules ea at(es ea)] 并 记 


为 mm。 又 合 Alu, z) 一 seg seq (eo ea), DIE 
He 0) = seq Ken 0) = eq (a) = AC) 
hfa, Sx) = G,(Sz, Alu, x+), seq Her Sr)). 
A a BEA 0— a, MAU G R ules) AER reo z)): 
Fers S2) = Bler z, Kiis D)o -, Kips £0)), 
设 x* 委 1 显然 ulen r) S wla); Rele, r) < r <S i, RA 
每 个 i, 均 有 


Hais si) = tni; ili, AC < 


“ilse 


从 而 
Kes Sz) 一 Biler, z, Ras ,es ips Zos Awos z))5 

X. hlu, z) = G(x, Awo xs))， 故 得 

Mas Sz) = G,(Sz, Gila, Ao #)), seg Bilen xy 名， 

: 多 wo) 
= Bilu, xy AGa), z)), 

Gilu) 表示 wo wla, D, 它 只 依赖 于 x (及 D M522. 由 
BIHIA, Alus x) 为 原始 递归 函数 ;, 故 f(w, z) TR- 


$ 32, 嵌 塞 单 重 递归 式 


要 描述 嵌 亦 的 递归 式 , 须 利 用 又 置 子 概念 . 

定义 ”给 定 4 …，4 BA URET 41,-…, A, 的 函数 可 
定义 如 下 ; 

(1) 常 值 函数 , 广义 么 函数 ， 4,,…….，4, MERRTE 4 的 
函数 ; . 
(2) 如 果 4; A s RAR, M ri, r, ARET IE ANAR, 
则 4xXTi,"…, z) 为 登 置 于 诸 4 的 函数 ， 其 元 数 为 诸 z 中 的 最 大 
元 数 . 

G) 仅 限于 根据 (1), (2) FETES ETE 4 的 函数 . 

定义 ”给 定 4,,.…, A, BARER f, WI XI f RRF n tJ 
BET 4 及 /的 函数 "可 定义 如 下 : 

(1) KETE 4 的 甬 数 为 对 f 受 限 于 ”的 又 置 于 诸 4 及 f 的 
函数 (下 文 省 称 ; “所 定义 的 函数 ”)。 

《2)》 设 了 为 了 元 函数 , r... r, 为 所 定义 的 函数 , 且 n < n, 
则 frut T) 亦 为 所 定义 的 函数 ， 

(3) RRF O) (2) 所 得 的 才 是 所 定义 的 函数 。 

广 意 ,，“ 对 f 受 限于 a” 意味 着 在 了 的 第 一 变 目 处 所 填 的 项 交 
<r, 

-RURE ( 单 重 ) 递归 式 如 下 ; 设 SU) 为 对 于 受 限于 = 
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WEET Í, 4 A... A, 的 二 元 函数 : 
ge. 0) = ç, 
fu, Sz) = S(f)(z , e). 

EE, SO) 中 f 的 第 一 变 旧 处 可 能 填 以 较 * 更 小 的 项 , 但 应 用 变 
虽 增 大 法 后 , SO) HR 了 的 第 一 变 目 处 均 填 以 z, 但 这 点 在 下 文 
并 不 强调 . 

要 证 明 锯 亦 单 重 递归 式 可 以 化 归 为 原始 递归 式 与 登 吐 ， 我 们 
可 如 下 进行 、 Ë 

HA ESG, n) 中 , 不 外 是 诸 4 的 填 式 与 了 的 填 式 彼此 
互相 登 置 (常数 亦 应 看 作 常 值 哆 数 ， 计 在 诸 4 之 内 )。 我们 应 定义 
一 函数 g, 使 得 诸 4 的 填 式 以 及 1 的 填 式 均 在 # 的 值 域 之 内 . 

我 们 把 少 变 元 函数 看 作 多 变 元 函数 ， 从 而 认为 诸 4 痢 是 同 元 
数 的 函数 , 同 为 不 十 1 之 函数 ,而 第 一 空位 处 部 填 以 x*。 别 的 空位 
不 填 以 * (如 果 有 A(x,*), 则 把 它 也 做 4;《x), 多 一 个 函数 4.) 今 
定义 函数 z(u, z) 如 下 : 


glu, 0) = 0, 
CA 当 tmoSr 一 0 Pj; 
A (tSr, gla, tmSx), glu, tmsSz), t, glu 
Elm SE) 一] image)) 当 tse i BG = i, 2) 
0, 当 msr >r hF. 
根据 这 个 定义 * 即 得 
# = glu, 1), 


Ailas glu, a), 5, (u, aa)) 
= glu, seq(i z, ars ` "s 48) 
还 可 定义 《(a, 6)， 使 得 
Elelu, a), b) 一 xs RCas 6)), 
其 定义 如 下 .首先 有 
g(g(u, a), 0) = 0 = gl#, 0)3 
其 次 我 们 有 , 
glglu, a), Sh) = glu, a) .3 imb = 0 Bf, 


* 120 ° 


但 当 ms — i Jar 
Elelu, a), SE) < 
= Alm Sb, g(g(u, a), msb)s +, g[g(a, z), tmanSE)) 
一 Aim Sb, a(u, kla, tmsS8) -ta ECU, kla, tmas) 
= glu, scq(i, KCa, tmSb), RCo, Sh); a klas tma nsb)))s 
X, msd r BF, g(g(a, a), Sh) — 0 = gG D)o 故 得 
kla, 0) = 0 
a, 当 uoshe 0 Bl, 
segli, k(a tma), RCas tassb), -+s (as tman SEY) 
当 mab =i (G 1.2, r) Bj. 
Lo 当 tnSb > r 时 ; 
BARRAR 2 BT rip EU 8 aE 8 Er. 
我 们 还 要 定义 1(*), 使 得 
Ea x) 一 g DD 
其 定义 如 下 进行 。 因 为 
fws D) = 0 = z(a 0), 
KKO 一 0。 其 次 ,我 们 有 
gl, 1(Sr)) = JU, $z) = Sr 9), 
- FRENE. 
BE n 4 < z PH fu, D= KO) HJ S(DX(=z, 
D 可 表示 成 E, D) POEN D). 
证 明 SO DEHARI RETR WA- MARIE, 4 
依 组 成 过 程 归纳 . 
对 于 最 内 层 (x, e AN) 的 函数 而 喜 : 有 两 种 可 能 : 
(zs is segli 1, 1... 1), 
ila, z) = 8C E) 
如 果 4: 或 + SDRT, Am, 
Alas Unt Un) KU) (<). 
REABR, D, TAR S, D), AE 
Ailas Urs Ua) = 4, gG, Da) ttt gG, Ds)) 
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ÈG, Sh) 一 


= glu, segli, De D,)), 


IU, t) = E0, KO) 
= elel, Di), O) 
= s(u, KOs K), 
TARSAR T, . 
故 册 归纳 法 可 议 断 定 : SC(f)(x, w) VERR 8C D) 的 形 
状 , 亦 即 我 们 有 适当 的 也 使 
K0) =D 
HSz) = glu, D) 
而 只 中 有 (O) G < z) 出 现 , 故 这 是 串 值 递归 式 , 它 可 化 归 为 原始 
ARREU DF SO 中 的 已 知 函数 A-t, A). M I) 
为 原始 递归 函数 ( 当 诸 4 ARA HRR). . 
由 于 f(w, z) = 8(w, 1(x)), H IC, z) 亦 可 出 原始 递归 式 及 
笃 置 定义 。 这 样 ， 侈 套 单 重 递归 式 可 化 归 为 原始 递归 式 及 登 置 。 


$33. 作用 域 变异 的 递归 式 


HRAM 4 而 造 新 函数 了 都 可 以 看 作 实施 某 个 算 子 于 人 肯 函 数 
而 得 ,换言之 ,新 函数 f 可 以 写 为 
Fu, z) 一 so A(e). 
例如 , 用 原始 递归 式 由 B( e, e) Mi Kes e) 可 以 写 为 : 
Hu, xz) 一 rec Ble, 6). 


teenima) 


它 满足 条 件 ; 


rece Blei, ez) = z, 
Can TD) 


rec g BC ea) 一 Bl ree, BOn) 2), 


Gue, sO (ase) +a, x) 

在 右边 同样 出 现 了 算 子 reec， 只 是 其 新 蓉 变 元 由 (z, Sr) 改 为 (x， 
z), z 较 5x 为 小 ,这 是 递归 式 的 要 求 :也 是 递归 式 的 特点 . 

如 果 右 边 不 是 把 新 应 变 元 由 (a> Sz) KH (x, r) MEKAH 
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和 更 小 的 (ie n), Goa) arnach 我 们 便 得 到 站 值 递归 

式 , 这 时 算 子 rec 涩 应 该 改写 为 另 一 个 算 子 ， 不 再 是 rec T. 
假如 , B 含有 参数 *， 而 在 右边 出 现 的 含 算 子 项 , 其 参数 却 不 

FA v, 而 是 m v x HAR, 例如 (我 们 不 写 rec, 而 写 为 算 子 a): 


Oem: B, é ci) = 8, 


QepsayreeseB(, er, ez) 
= Bie, eerste BCS, es e), z), 
弟 二 式 相 当 于 以 前 的 
(z, u, r) = B(e, HHL”, +), a, r), z), 
8 Bra seiaya. 如 果 在 o 处 所 填 人 的 不 是 已 知 圣 数 
He, x), MERA 上 项 本 盎 《 或 含有 = TID, MERKEEN 
式 。 上 文 已 详细 讨 沦 过 . 

此 外 .还 有 一 种 可 能 , 那 就 是 :右边 出 现 的 = ARRET 
减少 ,参数 变异 外 , 作用 域 亦 可 以 变异 ， 例 如 , 设 上 文 第 二 式 为 : 
iarins BLE, Cis 21) = BCU, te eren SC B){v, cise3), z) 

这 式 子 亦 可 以 定义 css, B(m, tis cz)。， 因 为 作 用 减 虽然 
H SE) 而 不 再 是 B， 但 新 泽 变 元 弓 经 减少 。 我 们 再 计算 
CeotwnS(B)(s, e, a) 一 次 ， 把 合 置 项 “SC3) ”看 作 和 3 一 
祥 ， 再 用 同 式 而 计算 。 这样， 新 洪 变 元 逐次 减少 ， 最 后 减少 成 为 
Oepama S LBO, 21 ec2)， 便 可 由 弟 一 式 而 获得 结果 了 。 因此 
作用 域 变 好 是 允许 的 ， 这 种 递归 式 叫 做 作用 域 变异 的 递归 式 〈 以 
前 作者 称 它们 是 定义 算 子 的 遂 归 式 ). 

现 全 我 们 证 绍 ， 作 用 域 变异 的 阅 归 式 仍 可 以 化 归 为 又 置 与 原 
始 递 归 式 ， 

设 在 递归 式 : 

(1) afle, w) = UDO, o). 

2) rastle u) = B(x, w, TOV, u), TaK, 8), 
s. U,(J(e, u)r a e GM e #)). 

这 里 T, = U: PERET Hf Sp EnaA ŠK A 

A REKA. FAAA EEL AS-A T i—i U, UGR 
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(L2) Sersale, 2) = Blr, ws T(f)(z, a), weU, 22) 
对 一 般 情 况 完全 可 以 同 法 处 理 ， 

RIKET 与 U(F) 都 是 二 元 , 5 了 同 空位 数 ， 关 此 
ET 或 成 月 中 的 于 ( 它 为 二 元 函数 变 元 ) 可 代 人 以 TO 或 
UU) A, MATE T (UQ), TO, UTO, UUO S, 
而 这 里 的 # X 88k A 2 TO RUG), 而 得 出 T(T(T(/))), 
TUOD ES. SWFOF3SORWORATSMESROS, 3E5S|ELR SO 
FeS AE 

TO 指 TTO) TUTO 指 T(U(U(T(f)>)) 
等 

设 (1) 中 右边 6 的 作用 域 共 * 个 ,我 们 使 用 无 零 进 制 . 无 寺 
k EAL 阳 通 常 的 & 进 制 相 似 , 数 军 仍 表 芒 1 ,但 正 整 数 则 用 1 到 二 
来 表示 省 位 数 ,不必 0， 当 用 通常 世 进 制 表示 时 各 数位 元 0 , 则 用 
3 k 进 制 表示 时 仍然 相反 ;但 当 数 位 有 0 时 ,必须 从 上 一 位 数 中 
EARO 再 写成 们 从 高 位 改 起 ,直到 无 零 为 止 )。 

设 给 定 正 煞 e, s 的 位 数 暂 记 为 如。 a 的 第 :位 数字 记 为 m 
Ro, n 的 最 高 位 数字 记 为 Gs。。。，Gs, nu 均 为 初等 函数 . 

现在 我 们 证 明 下 列 各 引 理 . 

引 理 1 设 给 定 丰 个 倒置 子 于 Un- U, ie s X $n F 
(p 的 空位 数 比 了 的 多 1 ); 


(1.3) pCO, a, u) = fla, #) 
CA) oln, 2, u) = Ung, Uun, U, U. Ga a), 
(m = 0) 


每 个 国定 的 » 5818284208 E o 是 作为 三 元 
J, sb k W ak aka aj 335, Et yK Is te 
递归 式 又 不 是 亚 置 式 , 须 详细 讨论 . 
证 明 易 见 Pp 满足 以 下 条 件 。 
(15) e(Sn,a, a) = Upa — 1 KU(BSa — 1), a, n) 
X Neq(GSŠn, 1) + UoH Ss — 2 - £ [ (HSn 
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一 1 z, u)Neq(GSn, 2) 十 … + Ui(p)(Sn 
— k -kt (HSn — 1), a, u)Neq(GSn, k) 
Hk, WRRIRESET U,- U, 的 组 成 而 把 相应 的 倒置 
窟 出 ， 可 以 看 出 , 〈1.5) 的 右边 除 各 又 置 子 所 含有 的 已 知 函数 外 ， 
至 多 出 现 有 
e(Sn— 1. k[ (HSn — 1), a, u), 
plSn — 2. k} (HSn — 1), a, a), 
plSn — Kk- RT (HSn — 1), a, u) 
故 (1.5) 与 (1.3) 合并 便 是 关于 p HEERA, CEARA A 
归 式 与 又 置 , 亦 即 e 原始 递归 于 各 伏 置 子 U 中 所 含 的 刀 知 函数 ， 
又 由 (1.5) 易 得 . 
(16) pli: Kf H(a) + n, a, u) = U,(e)(n, ez 
引 理 2 ”如 下 所 定义 的 plm, n, u) 为 原始 递归 于 1, B 及 又 
置 子 诸 工 中 的 已 知 遂 数 . 
{1.7) @(0, zn, u) = Ul oMr, 0, #) 
(1.8) plSm, n, u) = B(m,wu, T(p)(n ,m, u), plm, 
1 :KF HG) + n, a), 
e@(m,2-.K[ H) F n, u)... pln k- k [ H(n) 
+n, u)) 
RE (1.8) 右 端 与 (1.1) 相同 ， 只 是 把 其 中 的 TCG, a) 改 为 
Ti(p)(n, m, u), ERER aUe, u) 改 为 pmi- kE 
H(n) + n, 8). 
证 明 如 果 根据 (1.7), (1.8) 右边 出 现 的 倒置 子 U, É w T 
而 把 各 又 置 项 具体 写 出 , 则 责 式 右边 只 出 现 f p( 以 及 登 壮 子 Uo 
诸 工 中 的 已 知 函 数 ) 以 及 P 的 各 值 ，P 以 mw 为 递 妇 变 元 ，* 作为 
参数 ,由 于 在 参数 7 处 可 填 以 i - K [ H(n) 十， 所 以 这 是 的 参 
数 变异 递归 式 、 它 可 化 为 原始 递归 式 及 又 置 ， 又 因 。 原始 递归 于 
f 及 闪 置 子 中 的 已 知 函 数 , 帮 引 理 得 证 ， 
注意 , 当 = 一 0 时 ,由 《1.8) 可 得 
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{1.9) @(Sm, 9, z) = Bim, a, T(e)(0, m, 4), 
Pen, l, a), Plon, 2, Jatir pim, k, )), 
这 式 下 文 有 用 。 
引 理 3 Z=, o, p 如 上 文 所 定义 *, 则 有 
(1.10) Mremi, L, z) = plm, n, u) 
。 ”证 明 对 w 作 归纳 . 
竟 基 ， 当 ww 一 0 时 ,将 有 
E = m.ae(n, 1, a) = uUlo, 0, 8) 
= azp(0, n, u) = 右 : 故 黄 基 成 立 。 
归纳 . 
ssnp{ Hs, 1, u) 一 uvB(m, u, TAa, m, 3, 
oa pr, d, #)) 
= aaB om, u, T(p)(n, m, u), crnpti* EF Hin) + n, 1,20) 
= wwBlm, 4, Tion, m, u), plm, i- kI H(n) + n, #)) 
= np Sm, n, z). 
改 另 纳 步 机 成 立 。 闵 数学 归纳 法 ,本 引 理 得 证 . 
在 竺 仙 , 当 1 << 时 ,由 (14? 得 
pln, x, #) = DG, #), 
再 由 《1.10) 即 得 


(11) e;<, U,(F)(1, z) = plm, n, a), 
这 式 在 下 文 有 用 . 

引 理 4 Zo, p, 中 如 上 所 定义 , 则 有 
(1.12) onond tl, u) = 四 (ms D, 22 

证 明 对 mw 归纳 . 

EK. m= 0t 


ZE = ofl, a) = aa UD, 5) = a.sU,(a)(0, 0, z) 
一 anp(0, 0, 4) = o WRA. 
FW. 
Casaj u) = aa Bim, u, Tm, u), eron, u)) 
= aayB(m, ws TCO, m, u), p(m, š, #)} 
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aanplSm, 0, u), 
故 归 纳 步 最 成 立 ， 依 数学 归纳 法 本 引 理 得 证 . 
定理 1 rH (1), (1.2) 所 定义 的 amf, a), 是 原始 递归 于 
IRRATIA U jë T hin mE. 

证 明 由 引 理 2 及 引 理 4 得 证 。 

还 可 注意 :由 引 理 4, rmf, u) 一 p(Sm, 0, x}， 左 、 右 两 
边 均 可 用 普 的 单 重 递归 式 夹 定义 ， 但 要 证 时 引 理 + ， 民 证 夸 两 者 
相等 , 却 必 须 引进 参 娄 >。 并 引入 Cm, n, 办。 这 是 太 广 证 法 的 一 
个 关键 点 - 

ZEER, FARER DRAAMA ER EHAE 
E. 这 种 作用 域 变异 的 递归 式 仍 可 有 了 败 套 ， 弛 6-: 仍 可 实施 于 
oxUL( 有 ) 之 上 (关羽 于 嵌 套 递归 式 的 1 对 RE. EEES 
能 化 归于 原始 递归 式 ,迄今 尚 无 人 探讨 。 


$ 34. 含有 算 子 的 递归 式 


在 串 信 淫 归 式 中 ,第 二 递归 式 的 一 般 形 式 是 
fa, Sx) = Blu, z, u, si), fn, x) f(a, z,)); 
这 里 x, < *， 但 起 可 随 es z 而 变 ， 即 z = rlu r), RARE 
条 件 z. =< x 便 可 , 男 一 方面 , x; 的 个 数 和 却 是 固定 的 { 由 召 的 空 
位 数 来 决定 )， 不 随 w, z 而 政变 . 如果 所 使 用 的 在 前 了 值 海陆 s, 
+ 而 改变 , 那 便 是 含有 算 子 多 递归 式 , 例 如 
Hus Sr) = B(u, x, Dista, D), 

这 里 算 子 Dis EFT EOREREE fu, 六 ， 这 是 合算 子 的 递归 式 
的 情形 . 

当然 算 子 可 以 作用 于 广 边 式 子 至 的 已 知 请 数 ， 但 对 已 知 医 数 
使 用 算 子 的 结果 仍 得 一 个 新 的 已 知 函 数 ， 我 们 可 用 装 己 知 冰 数 来 
蔡 换 ,结果 不 必 考 豆 这 次 算 子 的 作用 ， 因 此 ,下 文 所 冷 噶 的 部 只 是 
算 子 作 月 于 待 式 孙 数 的 倩 形 。 设 待 求 医 数 为 fn, z). AR (a, 
34) 时 , 杂 果 须 对 实施 算 子 , 则 实施 该 算 子 时 所 使 用 的 f(a, z-), 

uz 


必须 满足 条 件 x, SÇ *， 理 则 便 不 是 递 急 式 。 这 是 在 递 当 式 书 出 现 
算 子 时 所 必须 腿 从 的 条 件 。 

如果 这 些 算 节 中 有 不 是 初等 算 子 的 ,例如 ,有 头 始 复 迁 算 子 或 
原始 递归 算 子 ,我 们 已 经 用 它 作出 了 非 原始 递归 函数 ， 从 而 ,含有 
非 初 等 算 子 的 递归 式 一 般 江 来 不 能 尼 归 为 原始 递归 算 子 与 彼 置 . 
FERIER: 一 个 单 重 迭 己 式 寻 水 只 含有 初等 算 子 ， 履 么 可 以 
代 以 一 个 不 育 任 何 算 子 的 单 重 递归 式 ， 

例如 , 设 月 递归 式 由 (a, 1) 及 一 些 已 知 函 数 而 造 mw， 

并 且 有 下 列 递归 式 

ms (1, a) = Blu, zy 了 (站 (zy u), z. UGG, u)), 
BJ n N 5 25 T (REEE) WA. Sia E+ 
T, 芝 中 所 使 用 的 已 知 受 数 为 庶 4， 下 面 只 作 简单 的 推导 ,读者 可 
补 臣 详细 的 证 明 . 

RAE seqr-s.e. fU, #)}， 记 为 Corwf(i, a)i WERE 
达到 叙 列 算 子 后 应 沪 能 够 性 瓜 , 片 , S 42, 以 及 诸 的 示 性 函数 
及 模 函 数 ( 及 古 以 作出 肥 填 的 一 些 畏 助 函数 ) 作 出 。 注 意 ， 最 然 上 
式 右边 有 初等 算 子 , PRAATTE, MER 8, 处 已 一 律 欣 为 
B 的 示 性 函数 及 模 函 数 ， 至 于 右 这 出 现 的 “wu.-:ECP(L a)”, A 
BA (a (l, ww) 六 、 其 中 不 出 现任 何 算 子 68， 这 时 ,应 有 {WW 为 
适当 的 至 置 子 ) 

Caranta NS = WO, f°, Cart, #))?) 
而 倒置 子 W 中 则 含有 诸 4° 及 8 RAE 3k. RAAR — HE 
RARAN. BÆ, HFa 作用 于 f Ae pim P. 即 
seqi~ui( 站 ， 故 右边 仍 出 现 初 等 算 子 seg， 没 有 达到 消除 算 子 的 目 
的 .我 们 可 引 ARAT 5, 规定 

bisat, u) 表示 seqr-(m.rtmd(1, e)), 
那么 ,由 于 dat C, 2) 一 sq ma U w)， 上 式 便 可 写成 

Brasat Cd, u) = WUS, s. J, Y), 
右边 只 有 有 登 置 ,不 青帮 算 子 。 这 便 是 我 们 所 断言 的 ， 求 得 
58] U, u) 
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J, Fi B 
tm... J$, w) 一 enef Cl, u) 
求 得 所 要 的 结果 . 
这 样 ， 含有 所 等 算 子 的 递归 式 可 用 不 含 算 宇 的 递 妆 式 代 堆 . 
如 果 后 者 可 化 为 原始 递归 式 与 倒置 , 则 前 者 亦 然 。 


435 £ Z ë Ja z; 


上 面 记 语 论 的 递归 式 都 有 一 个 特点 ; 设 待 求 函数 为 (ua, z), 
则 求 Ae, 5z) 肝 所 须 使 用 的 f 秆 ,其 第 二 变 委 区 小 于 Se, Ait f 
值 的 前 后 次 序 可 只 由 第 二 变 目 的 大 小 而 看 出 ， 这 种 递归 式 叫 做 单 
ENH, ROEE EUME HXH. 

RIZAI 42, ERRAR hr pr E MR 值 是 在 
前 的 了 值 ,不 能 只 比较 某 个 变 和 目的 大 改 。 而 须 看 几 个 变 习 的 大 小 ， 
这 几 个 变 目 的 大 小 又 以 字 和 与 次 序 为 准 。 如 插 共 须 士 玩 ”个 变 目的 
大 小 , Eu x ERER. 

例如 ， 对 三 重 递归 式 而 言 ， 按 字 趴 次 序 社 。 f(s, z z) 在 
fO > 为 ) 之 前 洽 当 或 者 a <y 或 者 xi = y 而 六 和风 或 者 
m = y, ma = y Hú z< p. 

Hk, Eb E f(u, Sz, Sra Sri) (u 为 参 数 ), 那么 , 右边 
出 现 的 在 前 的 了 值 有 下 列 几 种 可 能 : 

F zf zf) (Z< z); 

ÍO, Sr S, 28) (S; =< z); 

Hu!, Sza Sz, Z) (Z < x). 
RE i, x!, å 可 为 任意 的 大 小 ,而 且 可 为 w, r, my xs RIR, N 
可 有 


a == uit, zas m m), l> z(u, xo ro m), 
sf = aCi z z m), 
因此 , Bir, —B80= sip == SREE H si, ++, 
PETIA k-— 0 
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Ka, 0, 0, 0) 一 Alu), 
Hu, 0, 0, Sz) = Alu, rs, fü, 0, 0, 833, 
Hu, 0, Sxi, 0) = A(s, xa, fi, 0, Za, z5)), 
Hu, 0, Sær, S23) 一 Au, zapta, Fu, 0, Fa, $); 
Ht, 0, Sri, 号))， 
Ku, Sra 0, 0) = Alu, xi, PO, Za, 2, z8)), 
Fus Sri, 0, Sx) = Aç, zis z (ul, Z, ri, z), 
Flt, Sxi, 0, Z.)), 
Fu, Sxi, Sx, 0) = A, (u, x3, z, PCi, Zi, xh, z3), 
IG, Sr Z, z5)), 
fu, Sxi, Sx3, Sz.) = B(w, z, zx IO, Z, z, 3), 
Hui, Sx1, Zaa x3), FO, Sri, Sx;, Z.)) 
其 中 各 f 项 可 出 现 多 处 ， 各 处 中 的 2, 8, P, Z, zj, z FABIA 
Fil. 
这 个 递归 式 太 复杂 ,可 简化 如 下 ， 没 命 
ETENE TE 0, BS zar == 0 FF; 
glu, Sri, Sra S23) 一 (s, xy, zas x3), 
这 时 ， 可 根据 诸 * 是 否 为 0 而 把 了 的 式 子 写成 Ka, 0, 0, SDr), 
Hus 0, SDra, 0), (a, 0, SDz;, SDx3) 等 等 ， 再 把 其 相应 右 喘 扎 
回 8. 这 样 , 便 得 到 下 式 : 
glu, Xi, xa t) 一 0, 当 rrn = 0 ht; 
glu, Sx, Sta, Sz) = Bilu, xu, tas z glut, 2, z1, z), 
glut, Sxi, Syri), Bul, Sxi, Sri, Z,)). 
HEX g 以 后 ,由 
PCat, x1, za, 23) = glu, Sxi, Sr, Sx3) 


WEE 

REE ERAR, TE f, F, 如 等 增 大 为 zzz， z BT, E 
We ERAAI u, 它 可 以 有 任意 的 大 小 ， 依 赖 于 ws ti, T, za, 
又 把 一 切 <l, zš 变 成 同一 的 函数 we, ro z 的 )> 它 亦 可 以 有 
任意 的 大 小 ， 改 后 面 我 们 那 使 用 下 述 的 多 重 递归 式 的 标准 表达 
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A: 

fle, x, ra n) = 0, 234 zam = 5; 

Flu, Sxi, Sra, Sx,) 一 Bu, xú, zas x3, fO", t, w, w), 

Flut, Sri, z m), Tu", Sxi, Sr zs)), 

其 由 ut, w 均 为 w, zi, ta z; ORRE wn*，w HEB 8 SSK D 
RÈ. 

RE s”, w, 可 把 多 重 递 冯 式 分 威 下 列 三 种 . 

G) z", w 都 是 a, no zas 如 的 已 知 阔 数 ,不合 有 待 求 泗 数 f 
这 叫做 参数 变异 的 多 重 北 归 式 ， 如 果 a* 一 x， 那么 ,把 它 叫 艇 简 
易 的 多 重 递 归 式 . 

《2? u 可 含 育 待 求 函 数 f, B KË u, 亦 不 含有 }， 而 是 
Zo za, z 的 已 知 函 数 ,这 叫做 幸 嵌 赛 多 重 递归 式 . 

(3) wu* 及 吃 至 少 有 一 含有 待 求 函 数 #， 如 w 不 合 待 求 范 数 1 
HURA *， 这 嘱 履 强 详 套 多 重 递归 式 . 

可 以 证 明 , 前 两 和 多 重 递归 式 可 化 为 原始 递归 式 及 释 置 . 

首先 ,过 论 参数 变异 的 " RAGA. 仍 以 # = 3 为 例 而 立论 ， 
我 们 设法 把 最 未 一 个 递归 变 元 r 消去 ， 

这 时 s(n z, za, xs), m(u, zs zas z) E n, zo zas z, 的 
ERER. 

TFLERS n, zz AA ARMES. 

命 Fik = max;y.samaxi ss U, zo za 5), 

k = max), s£max,, sm (l, 25 Xas b), 

并 将 IDR, s ok, ok), KILK, Sn x k) WERO, R. 

由 于 已 用 变 目 增 大 法 : 故 当 <k, i < 时 有 : 
ü) Flu, Sass Sra, Si) = Bla, z ta, š, 9, R, 

Hlm, Sxss Stas i))+ 
今 引进 一 函数 好 下 : 
piu, a, b, 0) = Ü 

{oe a, b, Sr.) = Blu, zu, mars a, b, (IL, a, b.z.)); 

EREA 8402 BRA u, a, b, zu, x ER 
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依 上 迹 可 化 为 藉 始 递归 式 与 天 密 . 今 证 一 雪 理 
引 理 当 ¿< k, i<1 时 ,有 
Hu, Sz, Sai, i) = PCa, Q, R, i) 
证 明 对 归纳 。 
EE., (= 00%, 
Fus Sxi, Sra, 0) = 0 = p(s, Q, R, 0). 
归纳 . 
fw, Stis Sr SE) = Bla, m x23 5, Q> R, 
Kku, Szi, Sx2, 7)) 
= (Hik) Bie, zisma, O, R,P([Li, Q, R, i) 
= Plu, Q, R, Si). ` 
区 归纳 步骤 成 立 ， 依 归纳 法 引 理 很 证 . 
WH RR e, ! 取 为 i GHE i 写 为 x3), 得 
Fu, Sm Sxas x3) = PLu, Hu”, n, e, w), 
Fu”, Sms za w), z), 
OGLE, HA = ami = z. Bh, [hk = st, ot = w, ) 
SHE ”依赖 于 z. za BH=T48 
Í(u, zis may za) = 0, 3 zaza 0 Wb; 
fu, Sx1s Sar, Sz,) = Pla, Agas mu, qs Gas 
fg, Sr, r> 42), nira m). 
这 是 有 关 z, z 的 参数 变异 的 二 重 递归 式 。 逐次 减少 下 去 ,由 可 
见 参数 变异 的 ” 重 递 归 式 可 化 为 源 始 递 委 式 与 一 置 . 
定理 1 参数 变异 的 多 重 递 归 式 可 化 为 源 始 递归 式 及 又 置 ， 
再 讨论 弱 嵌 套 n 重 递归 式 ， 可 照 骨 套 单 重 递归 式 那样 处 理 ， 
MAIK, EIA glw, x) 表示 = 及 各 已 知 陋 数 ， 再 定义 ka, 
b), 使 得 


Ellu, a), b) = glu, Bla, b)), 
RDE 5 m E ALAA. 
然后 ,再 引 人 Mas moss, z), WR 
Efu, (asita za)) = fü, Kitita za) 
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其 方法 基本 上 上 与 单 重 嵌 套 递 妆 式 类 似 。 读 者 可 自己 仇 出 ， 益 之 ,我 
TA: 

定理 2 REN? 重 递归 式 可 化 为 原始 递归 式 与 伏 置 . 

一 般 说 来 , 强 长 套 的 多 重 递归 式 ,不 能 化 为 厌 始 递归 式 与 琶 置 
\ 见 下 ), 企 可 化 归 使 之 只 合 一 层 嵌 套 ,其 法 如 下 . MAr = 4 为 例 } 
设 

Flu, tis za m n) = 0, 当 nnm, = 0 时; H 
Hau, Sri, Sri, Srs, Sx) = UG, Bi, Bs, +-, Be) 

这 里 书 为 倒置 子 , 由 f 与 诸 了 到 者 而 得 , 依 定义 , 右边 了 的 填 式 必 
须 是 在 ilu, Sr, Sta Sr) 之 前 的 对 值 。 再 设 各 了 最 多 的 空位 数 
为 天 二 4， 前 四 空位 填 以 t, Tas Sss Se 

仿 前 (如 有 不 同 ,我 们 将 特别 指出 ), RAER g(w, z, 
下 

Bus ab m mz) = 0, Ë say = 0 B); 
Elu, Sri, Sxas STss Se) = u 3 msxz 一 0 Bf; 
= B.(z,, zas Xa, IM Saas Ung Usse ty Uya) 
当 msa = i Bf OU SiS) 

= g( U, z, Uan Us, AU) 当 tmogz 一 上 十 1 hf; 

= gD Szi, za Uss NOD) 当 mose, = s + 2 Bš; 

一 ED Sx Sz;, za | ICU) 当 tmogs = s + 3 BJ; 

= ț 当 tmogxw Z= s + 4 Pf. 
这 里 U, = glu, Sr, Sza Ses, tme5x4)。 又 这 里 ,i(x) 为 一 任意 函 
数 , 但 下 文 糙 选择 a), 648 

Bu, mi Fas Tss x3)) = IOo zas 895 za), 

下 文 的 结果 对 性 意 选择 的 10) 均 适用 。 

设 用 Va 表示 lu, Sm Sm Szs ge)。， 则 可 以 进取 dis dis das 
d (RATIK a) 

u = glu, Szi, Sri, Sxss 1) 

Bilar tas 2, za Valp» +, Vah} = glu, Sri, Stis Sas, A) 

g(Val, xı, Va2, Pa3, UVa4)) 一 gy, Srs Sras Sxs, di) 
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g(Val, Szi, zas Va3,1(Va4)) = glu, Se, Sra, Sm, di} 
g(Val, Sxi, Sri, £a, HVa4)) = glu, Sais Sri, Sm d) 
再 定义 klu, b) 使 得 
BECECw，Sza Sr», Siss 2) Sr, San Sxs, Š) 
- “= Sxi, Szr, Sxss (ay b)) 
这 仿 上 面 的 作法 即 可 作出 , BARDE, 
现 没 法 选择 a) 使 满足 上 述 条 件 . 由 于 诸 B 填 式 以 及 f 的 
Æ Hu, Sm， Ssa Sri) 之 前 的 填 式 均 可 以 表 成 gla, Sr Sri, 5x3 
a) 形 ,逐步 作 去 , 即 可 将 U, B,,---, B,) TRR Eel, St Stas 
Sra M) 形 , 王 是 每 定义 
Koma 
KSr)= M 
如 扫 对 详细 写 出 ， 这 是 的 串 值 单 重 递归 式 ， 可 化 为 系 始 递归 式 
及 登 置 ,再 由 
(w, zu Xas as 24) 一 
Ba SE SU f. 
但 是 s 88 HANIKE t GRA Ek. 这 样 > 我 
4153880 B B 83k y 
定理 3 任意 多 层 的 风 套 多 重 递归 式 ， Tie% TARZ 
套 多 重 递归 式 如 下 (以 #2 = 4 26881) 
Elt, fis mo rs z.) = 0, 当 munay == O BF, 
glu, Sra Si, Sm, Sr) 一 BLR, ru zas X3 zo g(U,, z Das 
Us, I(U,)), g(U,., Sri, zas Uas I(U,)), Z(U,, Sri Szas 
z, UD), Wais Stas Stas S23, ra)), 
这 里 U, 一 gin, Sra, Saz, Srs, 0S0), r=, 2,3,4, 
下 文 我 们 证 果 , 届 使 一 压强 其 套 , 也 是 不 能 化 为 原始 递归 式 与 
ZEW. 


$36. 非 原 始 递 轨 函 数 的 一 例 
当 二 十 世纪 人 们 把 初等 数论 里 的 函数 都 用 原始 递归 式 及 登 圈 
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而 作出 的 时 候 。 便 发 生 一 个 问 鳞 : 是 不 是 一 切 可 计算 的 数论 函数 
都 是 原 妃 递归 和 圣 数 ?9 亦 见 ， 有 没有 一 个 数论 函数 它 显 然 是 可 计算 
的 但 却 不 是 原始 递归 苞 9 W. Ackema 首先 给 出 了 一 个 可 计算 
的 非 原 始 递 归 逐 数 ， 但 是 : 抱 作 出 的 是 一 个 三 元 函数 : 
Ka, 9, n) = z + a, 
Sm, n) = N(m s= 1) + s + Wn 1), 
iu, Sm, Sn) = Hu, m, f(u, Sm, ny). 
TIARE AHER CE THARE RARA 9. 后 来 R， Peter 
将 它 改 进 为 二 元 水 数 . 
i, a) = 2 + 1, 
be z) = Hm, 1), 
HSm, Sn) = Hin, Sm, n). 

BA, R. Robinsor 把 第 一 式 玖 为 0, n) 一 Sa GAMA WIA). 
我 们 就 景 后 一 种 形式 来 证 明 它 所 定义 的 函数 是非 原始 洲 归 的 
《 它 显然 是 可 计算 的 )。 

引 理 1 f(m, a) >a, Bl f(m, n) 2 n + 1, 

证 明 莫 基 ，m 一 0 时 显然 成 立 。 

HW. 讨论 情形 Sm, HAJ n JA. 

DAR., B n = 0 Bf, f(Sm, 0) = Km, 1) > n! + 12: 
9 了 1， 改 成 立 ， 

MER, Sm, Sa) 一 f(m, Sm, n)) > mae SF(Sm, a) > 
sm Sn 


故人 后 纳 步骤 成 立 ， 依 归纳 法 ， 大 归纳 步 又 成 立 ， 吾 依 归纳 


法 ， 引 理 1 成立。 
引 理 2 六 mw, Sa) 2 fim, n), BD 2 m 8DERF, f(m, n) 对 a 
严格 递增 . 


证 明 Hm= omt, A0, a) = Se. 它 姑 # 的 严 客 洋 增 际 数 。 
WR mA, Mm = Sm ， 由 定义 及 引 理 1 ,得 
f(m, Sn) = flSm’, Sn) 
= jim, J(Sm', n)) > f(Sm', n) = fm, n). 
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i iln, n) 亦 是 = 的 严格 递增 肖 数 。 

由 穷 举 法 知 Km, n) 是 ”的 严格 递增 消 数 ， 

引 理 3 (Sm, n) > f(m, Sn) (EP FH mi EIERE RT 
对 = 的 上 升 速度 ). 

证 明 对 +» 归纳 . 

XE, n= oif, (Sm, 0) = f(n, S0). RRE. 

归纳 ,讨论 情形 Sa, 

其 Sm Sn) = ssJ(m, HSm, n)) È mamtn, In, Sn)) 

> m Hm, SSn), 
故 旺 纳 步 又 成 立 ， 依 数学 归纳 法 ,本 引 理 得 证 . 

引 理 4 了 对 普 对 ”都 是 严格 上 升 函 数 ， 从 而 ， 当 ma > m, 
n >> n HJ, Am, m) >in, n). 

证 明 由 引 理 2 ,51EE 3 即 得 证 。 

定理 1 这 时 定义 的 万 m n) 是 原始 递归 请 数 集 的 控制 函数 . 
只 体 说 采 ， 任 给 一 个 原始 递归 函数 g(zo ttt, ta), ETR h 
一 数 ,使 得 

E(zu to z.) < fs max(n, n," re)), 

在 下 文中 , 暂 将 max(m; zs." za) IBA u, 

证 明 上 文 说 过 . 原始 递归 函数 集 可 如 下 作成 ,从 本 源 函 数 与 
Lh 出 发 ， 利 用 倒置 及 从 鹤 起 的 原始 复 选 式 而 作成 ， 今 对 所 给 
原始 递归 函数 & 的 组 成 过 程 作 归 纳 如 下 。 

如 果 & HARER a hh， 可 如 下 求 4: 

Imn(xi, es Em) = xz, < # < u + 1 = f(O, u); 
Ols) = 0 < 1=< x+ 1 = J(0, u), 

Sr= z+ = (0, x) < ICL, z), 

x, == xz; S maxa, za) = < + 1 = J(0, u), 

如 果 & HARMA, A 

Bx ttia Xa) = 人 有， 了 BC 


H 
~ 


而 
Aliis aa) < fUn max(zi 5o)) 
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了 Bax) < Kn) AKES) 
M) g(xo- l, z.) < Ha max(f(n, u), -ry Hims #))), 
试 取 “一 max(41, n,' "5 ta), BZ 
gms -tts za) < Fs fi, wY) 
< f(S:, Su) < f(SS:, a). 
故 可 取 max(tey 44，……， tm) + 2 为 所 求 之 + 
如 果 2 由 原始 复 选 算 子 而 得 , 设 gCx) = ir BCe), 而 
BE < fn, z), 
今 证 g(z) < iatl, r) 
AE., 当 *x 一 0 时 , gO = 0<J(a + 1, 0). 
归纳 . 讨论 情况 Sr, 
g(Sz) = B(eG)) < f, g(x)) 
< mefls (St, z)) 
< (Sr, Sr), 
故 归 纳 步 又 得 证 ， 依 数学 妇 纳 法 ,断言 得 证 ， 
综 上 所 述 ,， 可 知 定理 1 R BP C, z) 为 原始 递归 函数 集 的 
PHAR. 
定理 2 ”作为 m, n DRRR, f(m, n) 不 可 能 是 原始 递归 
BR. 
证 明 如 果 它 是 , 则 可 找 出 a， 使 
Kon, n) < Fn, max(m, n)) 
取 m,# 均 为 h， 则 有 
fa, a) < Flis n), 
这 不 合 , 故 定理 得 证 . 
， HEL, TAMER, f(m, n) 为 + 的 原始 递归 函数 ， 只 
有 当 作 为 mw 的 沙 数 时 ，f(m, n) 才 不 是 所 的 原始 递归 函数 。 
(m, n) 是 二 重 递归 式 ， 但 却 是 强 嵌 套 的 二 重 递 归 式 。 这 便 
是 上 文 我 们 说 强 嵌 套 多 重 递归 式 未 必 可 化 为 原始 递归 式 与 登 置 的 
依据 所 在 . 
X (m, n) 可 定义 如 下 。 先 定义 1m, 1): 
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re, 1) =>, 
HSm, 1) = fm, fsm, 0)) = Kon, fm, 19). 
Ei, D SUP REAKBIBHKR SI MTSLAR ARIRE 
AE. BE EEX Cn 6): 
KO, n) = Sa, 
fisa, a= ie fm, D. 
这 是 含有 算 子 ij《 非 初等 算 子 ) 的 递 急 式 。 后 考 的 很 据 如 下 ， 册 
定义 可 知 : 
Ksm, 0 = ir fm, D = fm, 1) 
be Sr) = flm, fsm, nY) 
与 前 面 的 定义 想 周 - 
fim, 1) 为 原始 递归 函数 ,但 由 含有 算 子 4r 而 定义 的 mo 
却 不 再 是 原始 递归 通 数 ， 让 知 ， 含 有 非 初等 算 子 的 递归 式 。-- 般 
说 来 是 不 能 化 归 为 原 给 北 委 式 及 大 置 的 . 
广 者 ,容易 验证 (读者 自 证 ). 

Ka, n) 一 sa, 

MK. n) = ++ 2, 

K2, n) = In + 3, 

IG, a) = 10: 7—3 
而 当 m > 4 8, (m, n) PIERR. 


537. 原始 递归 函数 的 分 类 


对 原始 递归 函数 进一步 好 分 ， 是 由 A. Grzegorczyk 开始 的 。 
化 的 分 类 是 最 著名 的 。 其 方法 如 下 BEX hlr, y): 
f(x, y) 一 Sy 
hlz, y) = x +y 
bix, x”. = Sz Sy 


hall, y) = fs(Sy, Sy), 
加 Sr V) 一 和 xi fanle, y2), 


EX MARAG, Sx, Inlro Y) Talr, p), (z, D ER, 
利用 登 贺 与 受 限 原始 递归 式 而 作成 的 了 数 梨 叫 做 a”. 
已 经 证 明 ，5 洽 是 初等 函数 梨 , 而 U e 恰 是 诛 始 递归 函数 


#. 此 外 还 有 好 些 有 名 的 性 质 。 

上 述 分 类 方法 虽然 广泛 流行 ,但 是 有 其 缺点 。 HR, h. h, h 
三 个 函数 完全 是 人 工 规定 ， 它 们 不 能 放 人 后面 系统 之 内 , 即 一 
BH 新浦 足 药 关系 (后 两 方程 ), 前 三 函数 并 不 具备 ， 因此， 好 
HERT n 2 5 EAS e° 沪 立 的 性 质 ， 对 e, s", e RER RA 
TE. Grzegorczyk 便 列 有 一 些 例子 如 下 

1.34 z 223 时 ,在 时 内 爱 限 的 rec 与 ri 或 3。 是 等 
价 的 , 但 在 s, et, &? 内 它们 是 否 等 价 人 们 并 不 知道 ， 

2 í z 2 3 h, 8° BARE e ”内 ,但 ?的 校 举 函数 是 
BE e 内 也 不 知 . 

3. 当 # 守 3 时 ，#" 内 的 谓词 可 由 几 个 谓词 ( 见 后 ) 使 用 命题 联 
结 词 与 受 跟 量 词 而 得 ,但 s", et e 内 的 谓词 齐 不 知 . 

如 此 等 等 ， 邦 表明 se 以 上 的 集 与 PP, 8', e 之 问 有 很 大 的 不 
同 ， 从 而 对 b, f, 户 的 挑选 做 乎 豆 以 改进 。 现在 已 有 人 提出 多 种 

首先 是 P. Ax: 提出 用 使 用 原始 递 暑 算 子 的 次 煞 来 分 类 ， 基 
体 说 来 是 : 

1, 副 置 于 本 原 图 数 的 函数 组 成 和 or。 

2. 由 K, 的 函数 作 丛 置 而 得 的 函数 仍 在 K, rh, 

3. 如 Benea 为 玉 的 函数 , 则 recie, recua B CeL eR F Kae 

可 以 证 明 , # > 3 BR, Ka = est, IB K, 5 Ft ERES, Ko 
K, 5 e, e, 82 33238 Ab ABB S. 

HARE ARAA e FERR 在 K RIRA, 
因此 人 们 又 对 这 个 分 类 作 一 些小 的 修改 。 
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2. 或 者 把 算 子 rec 改 为 联 立 递归 算 于 ， 所 得 的 系列 可 记 为 
Ksa. 

3. 或 者 把 算 子 rec 改 为 B..J(e), 市 8 与 后 均 作为 算 子 的 作 
用 域 ， 所 得 的 系列 记 为 La, HIE: 如 果 IEL m Be 


ee La, MJ 
B...f(e)€ L aarm, nin 


即 所 作成 项 数 与 了 至 少 辐 属 ,而 比 了 的 属 数 至 少 多 1 。 

作 了 这 样 的 修正 之 后 ,我 们 有 : 

n èli Kim = gth, SZ, = est, 

即 除却 Kim = A,m s' DI, 5 n 2 3 h$, 

Ke = g, = Kl et!), 
因此 ,这 样 改动 影响 极 微 ， 当 然 , 下 列 各 函数 集 
Kos Ki, Ka, Kim, Kum, S, S, 8°, 8°, 82 
之 间 的 关系 还 未 明朗 ,有 待 进一步 的 探讨 。 

无 论 如 何 , 当 s 2>3 时 有 ss" = S, = K, = Km, Was 
合 育 下 烈 的 性 质 , 其 证 明 并 不 太 难 ， 我 们 暂且 从 略 , 读 者 可 参考 有 
关 论 文 (尤其 A Grzegorczyk 的 论文 )。 

下 文 均 就 n> 而 立论 (有 些 对 一 切 成立)。 

EEL Hs = Kim) 是 初等 泛 数 集 ， 

E2 erce (一 切 # 也 适用 ). 

性 质 3，e? 内 的 亩 词 可 用 下 法 生成 : 

BAIRE “一 0，c 一 Ser e= ef eye 一 ca 二 ee == 
falene), e, < fal Ser, Ses), €r < fal Sex, S56) 并 利 几 命题 联结 词 
及 受 女 量词 而 组 成 ， 

EEA $š et" eA s" RARR. 

EES PS03814 56338 2294 e 的 并 和 集 , 即 S = UJ =". 

这 些 性 质 的 证 明 今 格 . 

由 上 所 论 ， 可 知 对 原始 递归 集 的 分 类 可 以 分 成 初等 函数 集 s: 
以 及 s”"(w 22 4) 至 于 初等 函数 集 以 下 的 分 类 到 底 采 用 什么 标准 
更 好 ,迄今 还 没有 成 熟 的 一 致 的 看 法 。 
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第 四 章 递归 函数 集 


$40. 一 般 递归 式 及 其 简化 


定义 ”一 般 递 归 式 省 : 由 区 co e) Belan) 而 选 二 如 下 : 


[e 0)= O) 
hlu, Sx) = Kr, Kte, g(a3)) (2) 
如 有 参数 (我 们 照 上 约定 , 兵 写 一 个 ) e, WE: 
jee D) = g (3) 
hiv, m, Sr) = flv, z, Co, 2, glr, z)) (4) 


记 为 rego,o<elf(re, eo ea gv; ec1)}。 这 是 式 们 使 用 的 标准 
的 一 般 递 归 式 、 当 已 作出 函数 号 后 。 由 于 * JER DS, EHR 
四 式 为 ; 
Alo, æ, Sx) = flv, DSr, Av, u, gie, DS<z)) 
= filv, Sx, (vs t, gv, Sz)). 6) 
这 里 fileos ceb ca) = Keos Dess e)s Bilen, e1) = glens Dei). 有 
时 为 了 方便 ， 我 们 也 使 用 (5) 代替 【4)《【 住 仍 将 天 ,5 BRI z). 
8 或 皇 叫 做 谅 递归 式 的 相 (函数 ). - 
EX HRRRRHA, AIAR tS — E EIA Br fE ka ba 
数 ( 集 ) 叫 做 递归 函数 5 集 ); 如 果 再 加 入 As A... Ar 作为 开始 
RE M RRR URGET ds dtte A 的 函数 ( 集 )- 
对 一 般 递 归 式 有 一 种 情况 需要 讨论 、 那 就 是 保全 性 问题 . 
即 , 当 它 作用 - 全 函数 时 ,是 否 坦 出 全 函数 。 杂 果 得 出 全 函数 恒 说 
RARE 否则 便 不 具有 保全 性 。 前 者 又 叫做 正常 的 算 子 :后 者 
便 思 做 反常 的 算 子 . 
以 前 讨论 的 初等 算 子 与 原始 递归 算 子 (以 及 多 重 递 星子) 部 
是 保全 的 ,但 一 般 递 轨 算 子 与 求 逆 算 子 ( 芗 状 算 子 } 却 不 其 有 保全 


DE Ci a 


H. 

一 盐 递 归 算 子 是 否 具 保 全 性 ,全 由 作用 域 中 的 柜 g(x) 而 
E. HEAGA, MHR AC, Se) 时 必须 计算 AC, giSe); 如 
Sr = 0 HRE (5) 式 义 必须 计算 Mes gise) 如 此 递 推 下 
去 ,一 直 计 算 到 grSr 一 0 为止 ,这 时 根据 (3) R, Alu, 0) = s> ËL 
后 便 可 逐步 计算 ila, Sr) T. Es, (u, Sz) 是 否 可 计算 , 是 否 
BE BETA r ë 48 如 3z 一 0 而 定 ， 如 有 这 种 的 避风 be Sr) 
有 有 值 ,否则 无 值 . 

定义 如 果 g) 一 0( 指 8 本 是 mm 次 ) 则 说 ?在 4 处 归宿 
FO, Timi e 在 * 处 的 归宿 步 数 .如 果 e 在 处 处 都 己 宿 于 0 则 
说 8 为 归宿 函数 、 而 相应 的 m(s) 轩 做 5 的 归宿 步 数 隐 数 ， 由 。 
求 吃 的 算 子 叫做 归宿 步 数 式 , 记 为 fr) = sp, 

注意 ， 由 于 &(0) 一 0 故 任何 & 必 在 0 处 归宿 于 0 而 根 应 的 
归宿 步 数 为 0.。 

由 于 Di 一 0， 故 刀 为 归宿 函数 ,而 柜 应 归宿 步 数 函数 为 1 

虫 于 上 而 的 讨论 可 知 : 

定理 1 要 使 regaassaolJeaeo ga) 具 保 全 性 《为 正常 算 
FHAA (5) HAA ne ORA (3) 中 的 zD) 为 归宿 函数 。 杂 处 处 
HATO. 

TEM e, 非 归宿 函数 , 则 当 o 在 某 处 归宿 于 0 时 ,结果 函 
数 亦 在 该 处 有 定义 . 

TGS 8 3E3E z, 是 归宿 函数 ,而 求 得 的 函数 是 全 函数 。 

另外 求 逆 算 子 与 擎 状 算 子 ( 求 根 算 子 ) 亦 是 示 必 具 保 全 入 的 算 
P. invete) 为 保全 算 子 的 充分 必要 条 件 是 KC) 一 x 有 根 。 
rd 护 e》 为 保全 算 子 的 充分 必要 条 件 是 e= 0 有 根 。 这 都 是 容 
易 知道 的 这些 算 子 与 一 般 递 归 算 于 及 其 各 种 特例 (一 般 复 先 式 ， 
妇 宿 步 数 式 ) 之 闻 有 有 很 密切 的 关系 ,具体 说 来 ， 它 科 全 都 可 以 第 此 
互相 表示 。 另外。 它们 与 原始 递归 式 之 问 也 有 很 客 切 的 关系 .一 
般 浇 委 式 显然 是 原 冶 递 轨 式 的 推广 ,但 利用 轨 宿 步 数 函 数 后 , 一般 
递归 式 极 易 用 原始 北 轨 式 来 表示 。 这 一 切 我 们 将 首先 加 汶 讨 论 。 
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定理 2 ”利用 归宿 步 数 函数 ma), -BERATARRA 
BR. 
证 明 设 用 一 般 递归 式 定义 1 m F. 
Horm, O =u, ` I 
天 pa Sx} = Blu, Sr, flrs u, gle, Sx))) 
POR Hos a, gr N Rma) 记 为 P a, x. k). SE 
ma) 25 g BJ 08 25 k 03k. RITA: 
Ples ws z, O) = fo, u, geI NC — mC) )} 
= (Oe, u, 0) = ay 
Prs u, x, SK) = f(y, t, TE) NCGSK — mK) 
当 Sk m(a) = 0 Bf, &< m(z), #& G A 
ETOAC) 一 gr8200 (> 
从 而 ` 
Ples u, z, SR) 一 Biu, g™ RCE), Ku, u, 
Eog OAJ ))N(SK — m) 
一 Blu, gPa Ra), PCs us *k))N(Sk 
mr) C2) 
当 Sk m(s<) > 0 时, 两边 为 0 é& (2) 仍 成 立 ， 但 《1) (2) 为 
HERIR. 今 用 原始 北 委 式 《1) (2) MEX PP, uz k) H 
从 
Flos, z) 一 plo, u, vym) A = fos z, gr mH) )) 
而 定义 f。 由 此 可 凡 定 理 得 证 。 
但 是 mCx) 不 是 一 个 固定 的 聊 数 ,而 须 由 gtx) RH. 故 得 
R 一 般 递归 式 可 用 {原始 递归 式 ,归宿 步 数 式 } 或 { 原 娩 递归 
RRRA TRAR. 
证 明 给 出 glx) 后 ,可 月 mE 一 posg(e) 或 
mG) = rti itheas gle) 
而 求 得 ,但 itr 为 原始 递归 式 的 特例 ， 改 断言 得 证 。 
但 是 原始 递归 式 本 身 可 由 另 宿 步 数 式 或 未 根 算 子 而 表示 .。 
此 再 得 
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定理 3 一 版 尖 委 式 可 由 { 借 肪 于 x 一 y 及 [2]) RAAT 
而 表示 。 . 
证 明 RENES, R JUK KES Iqu] HR T In 
示 便 够 了 、 设 用 头 始 递归 式 而 定义 了 如 下 : 
u, 0) 一 s, 
Ies u, Sr) = B(u, z, ios wy z)) 
今 令 seqssf(r, u, z) = w, MUJ 
tm(0, w) = w, 
2 tm(S¿, w) = B(u, is tm(;, w)) (¿< z R$) 


i, 
& = rtil egu, tm(0, w)Deqlrs rti Neq(tm(S;, w), 
B(w, is imis w)))} 
又 得 w, 


Hes u, z, = rife, tm(z, w)). 


这 里 所 困 和 名 医 数 虱 是 准 刀 荡 西 数 , 可 用 x 一 y 与 [x/y1 表示. WE 
我 们 还 不必 僵 助 前 定理 而 直接 证 肯 ; 可 用 求 根 算 于 而 表示 一 
般 递 妇 式 如 下 。 
设 轧 一般 递 轨 式 而 定义 + 如 下 ;: 
fa, n, 0) = 
Io, z, Sx) = B(u, Sr, Hos u, glv, Sz))). 
任 给 v, us z 后 ， ROSTRBRK” R wT: 《我 们 将 参数 > 
RETS) 


tm(0, w) = z, 

` tm(1, w) = g(s); 
tm(2, w) = (z), 
tm(%, w) = g" G) = 0, 


mim + l, w) = s, 
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tm(m + 2, w) 一 Blu, g” (8), tm(m + 1, w)) 
. 一 Blu, um(m — 1, w), tmm + 1, w)), 
tm(m + 3, w) = Blu, g" 208) ,tm(m +2,w)) 
= B(w,tm(m — 2, w), tm(m + 2, w)), 
一 般 tm(m + Si, w) 一 Blu,. tin(m — i, w), tn(m + i, w)), 
而 、 
Fes s, z) = tm(2m + 1, w) 
= B(u, tm(0, w), tm(2m, w)). 
如 用 9 表示 pg(w, m), 则 4 应 满足 条 件 : 
tm(0,K.) = x, 
tm(S;,K,) = gltm)i,Ke) 当 í< L, Bh, 


= 当 ¿= La Bj, 
= B(w, tm(Lo-is Ko) tml Lati, K,)) 
X i> Le 时 。 


如 依 这 个 条 件 而 求 最 小 的 9, 则 
Iu, z) = tm(2m + 1, 9 
= m(211,K.). 
故 一 般 递归 式 可 用 求 根 算 子 表示 (借助 于 函数 = 2 y 与 fx/y])。 
定理 4 一般 递 归 式 可 用 归宿 步 数 式 表示 。 
证 明 ”根据 上 定理 ， 只 须 证 明 求 根 算 于 可 用 归宿 步 数 式 而 表 
示 便 够 了 . 
设 用 求 根 算 于 而 定义 上 如 下 :Ma) rüf(u, e) 今 合 


EC, 1) = Si e Nif(u, ot), 


WA: 
B] (1) Au) >: Pq gill) = S:j 
(2) Au) > 0 B$ ga) = 0, 
证 明 (1) 对 :归纳 (我们 把 elus e) 写 为 ge) 甚至 省 写 
为 gle))。 
Rš. 上 一 0 时 2 (1) 一 1 一 3S0， 故 黄 基 成 立 . 
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BW, gQ — g(# (5 = g(Sr) = SS: e NYC, S) 

EA MERRE, PU) =S KAER SAC) > Si, # 
fG.SO > 0。 医 得 

Eg) = SS < 1 — SSr, 
Ha 2980. MRIAERHE. 

(2) 因 (w) > 0, g Alu) = SDA(s), BD Alu) > DAC), 

fk le 所 证 有 
gt = SD(a) = Afu) 
以 而 
EL) = gg 1)) — gll) Y 
一 Sh) W°f(a, A#)) 一 Shku) + 0 
一 0。 
引 理 得 证 . 
婚 证 明了 引 理 即 知 求 根 血 子 可 用 归宿 步 数 式 表示 如 下 : 
B(#) == stpsats ye ° Nf(gs e) 一 stpo woteogfe) 
因为 如果 Ae) = O, MM NEC, 0) 一 0， 而 stp Ce) = 0 (fE 
MJ F), BRUAS. WR (a) > 0 A gU) — Ú #& 
ACH) 一 stp,-ag( e) = stpesstaw aB Ce). 

直上 所 论 即 知 定理 得 证 。 

但 是 , 亦 可 以 直接 用 归 痊 步 数 式 表 示 原 始 递归 式 , 甚 硅 于 直接 
表示 一 般 递归 式 而 无 须 借助 于 求 根 算 子 ， 读 者 试 让 行 证 明 下 列 结 
R. 

设 用 复 选 式 由 f(x) 而 造 UN — A), 再 令 

g(z) = PPLE Y(LK=XSLr), 
当 K'r=0 H Lrz< LK: B$; 
一 pPHLK =X LK1)}0, 
4 Kr=0 E Lr2> LK: B$; 
= pel LK’? (DELKz)0。 
当 K'z0 H LKr = 0 Bh; 
=0 此 外。 . 
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WMG B # pgod, WA - 
EB) 一 pen4n, gB) — pP nA, 
gUB) = pp'ln( 4 — i), 
表 后 (B) 一 0, W stp-sg(e) = n + 2 + A, i 
A = PPG) = stmog(e) (n + 2), 
` 如 用 一 般 选 归 式 而 造 忒 xs z) 如 下 : 
e v, 0) = z, 
ila, v, Sz) = B(u, Sx, fa, v, glu Sz)) 
今 先 用 stp 定义 d(u, x) = sp. g(u, e), HEX E) WF: 
B(x) = POLK ALK? ®Jpg(LKe, Lz)gCLK z, Lx), 
当 Kz 一 0 而 上 zx 天 0 时 
一 pg'LULR’*)B(LK?x, PPKzY(KLK:)( L+), 
34 K's = 0 H Le = 0 R Kz = 1 LK: = 0 B$; 
= pA LK *XDLK’*XLKx) La), 
1 Kir = 1 H LKz = DRK = 1 E. 
LKix Æ 0 hBi; 
=, 此 外 。 
设 会 B= pg'0uvp2(0, x)x 而 d 记 dlu, z) HME CCo GFA 
适当 值 ) 
AB) 一 pg DevCe (e) G< dlu, x) J) 
RB) = pz'iuB(r, gX A), C,)C;0 
PCB) = pg'lef(s, e, <)q0 
PHH B) = pg'2uj(u, v, z) — i0Q 
PCB) 一 pg'22000 
É f= ilu, v, z) = stp-.sh( e) > dfu, z), 
这 就 是 我 们 所 断言 的 . 


$ 4 一 般 递 扫 函 数 集 


定义 ”从 本 愿 函数 出 发 。 利 用 释 置 与 一 般 关 与 式 作成 的 函数 
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叫做 递归 函数 ， 其 为 全 函数 的 叫做 递归 全 酷 数 〔 肖 常 节 中 亦 叫 做 
一 般 递 曙 函 数 )， 未 必 为 全 函数 的 叫做 沸 妇 可 仿 函 数 . 
因为 不 始 递归 式 为 一 般 递归 式 的 特 情 【 取 ?为 了 时 的 纤 例 )， 
故 送 归 全 函数 集 包 括 原始 递 扫 函数 靠 .但 递归 全 函 落 包括 更 广 * 所 
有 多 重 递 归 函 数 都 包括 在 内 {这 在 下 曾 可 以 看 出 ). 
一 般 递归 式 有 各 种 将 例 ， 四 此 递归 函数 集 可 以 有 别 的 看 起 来 
更 简单 的 组 成 方法 ， 今 述 如 下 - 
定理 1 由 本 厌 函 数 出 发 ， 缀 过 整 古 及 无 参数 的 一 般 息 挝 式 
可 以 作出 递归 函数 集 . 
证 明 所 谓 一 般 复 挝 式 指 下 列 没有 递归 变 元 的 递归 式 : 
je 0) =u 
Ha, Sx) 一 Bilel)) 
当 取 8 为 T{ 本 原 函数 ) 时 它 便 是 祝 始 复 选 式 ， 人 本 原 函 数 出 发 利 
用 整 置 与 页 始 揽 选 式 即 可 作出 一 切 原 始 递归 函数 ， 从 而 当然 可 以 
表示 一 般 递归 式 了 ， 定 至 得 证 . 
定理 2 HERAA ane 进发 。 利用 鸽 置 与 从 零 起 的 
一 般 复 迁 式 可 以 作出 递 轨 函数 集 , 
证 明 仿 上 ,利用 须 始 递归 函数 售 处 的 结果 ,读者 自 证 . 
定理 3 加 人 ec: en [ede] 作为 开始 函 做 后 ， 利用 登 置 
与 容许 参数 的 求 根 算 子 rü, 即 可 作出 递归 函 救 集 ， 
证 明 因为 这 样 一 末 即 可 表示 一 般 递 归 式 . 
定理 4 加 入 ates lee] 作为 开始 函数 后 ,利用 县 村 与 
无 参数 的 归宿 步 数 式 Pe 即 可 作出 递归 函数 集 。 
证 明 同上 。 
定理 5 加 入 < 二 ee ve (BR 62) Ë elr ex) 作为 开 
始 函数 居 , 利 用 登 置 与 容许 参数 的 求 根 算 子 rti, BIE YERA 
WR. 
证 明 由 定理 3， 只 须 作 由 e,- es [ejes] 由 可 。 
(0) z: y = rticqa( +P + < + e, (z + y) 
(BJA 2 F$) 


(1) rt fw,e) = rü,(f(a, e) + egle, nY) 

(2) N2z = rtü..aeq(x + e, z). 

(3) z = y = ri + 4x * y, (x +Y) 

(4) Nx = | = Nr 

*#(5) z< y= (x zr y): (yar z z = y), 
*(6) [x/y] = rü,...(Szr © Ney Se + y), 

定理 6 加 入 aten eatea (或 22) EATER, RE 
释 置 与 有 参数 求 逆 算 子 可 作出 递归 函数 浊 . 

证 明 ”如 果 加 和 平方 函数 , 则 先 作 

(0) z + yiman l + 2 + r + e). 

(1) Mr = invat oie, 

(2) egle, y) = N (z == y) ii ry =inve 0(e*--4z-y). 
HEHE y E eq(z, y), Pü rifle, e) = nv,.J(u, e), E 
前 定理 即 得 证 明 . 

美 于 使 用 有 参数 的 求 卡 算 子 ， 那 未 用 下 列 任 意 一 组 作 开始 函 
数 即 可 作出 递归 函数 集 : 

(1) e 十 ea NE, (2) et es ME, 

(3) e, + en NL, (D e + en NPL, 

. (5) a ten NEZ, (6) e + z, NL. 
如 使 用 无 参数 的 求 逆 算 子 ， 可 用 下 询 开 始 函 数 ; 

(1) e +, Es, (2) a+ en Ke. 
ATARIRA i T MRR). 

一 般 递 归 函 数 集 的 名 称 是 Gödel 提出 来 的 ,他 根据 Herbrand 
AA RER EE FIE: 如 果 有 一 列 的 方程 ( 即 等 式 ), 其 中 
只 出 现 洒 数 与 数 变 元 及 常数 ， 而 只 利 四 代 人 与 替换 两 运算 可 把 一 
函数 f 在 每 个 具 所 的 变 目 处 的 值 计 算出 来 ， 则 及 数 了 叫做 一 般 递 
PA. 他 提出 来 后 。Kleene EPKER RE A h A eg 
这 及 求 根 算 子 而 作出 ， 因 此 后 来 便 把 一 般 递归 匡 数 集 定义 为 : H 
本 原水 数 出 发 ， 利 用 匡 置 ， 原 竣 递归 式 及 求 根 算 子 而 作出 的 通 数 
#. 这 个 定义 当然 无 可 非议 ， 和 但 由 原始 递 提 函数 集 而 推广 到 一 般 


e 


递归 函数 集 时 .是 由 于 还 如 了 求 根 算 子 。 求 根 算 子 很 难说 是 "一 般 
ŽE”, 上面 既 己 应 明了, 苦 始 递归 式 与 求 根 算 子 等 从 于 一 般 闻 上 
式 。 因 此 采用 我 们 上 文 的 定义 就 更 为 鲜明 更 为 合适 了 。 这 是 我 们 
慑 而 采用 这 个 新 定义 的 厌 汇 。 

Gadel 原来 所 定 久 的 漆 数 集 , 可 以 叫做 可 有 限 计 算 的 函数 集 、 
对 此 ,我 们 下 文 将 作 更 详细 的 过 论 。 


$ 42. 一 般 递 由 式 的 加 强 


和 原始 递 当 式 一 样 ， 一 般 递 此 式 的 开 褒 值 也 可 以 换 为 40), 

即 采 用 下 式 ; 

Fu, 9) 一 Au), 

Ku, Sx) = Blu, z, Ku, gin, x))). 
和 前面 一 样 ,可 以 证 组 下 列 等 式 ; 

Hau, z) 一 rege tr BU, tis S). 
所 以 ,表面 上 推广 了 ,实际 上 并 没有 推广 ，。 

BANAH., 号 人 一 船 递归 式 (这 时 右 端 出 现 fw， 
K), ETA n, r UCAR), 参数 变异 或 作用 域 变异 态 至 写 
慎 一 般 递 及 式 等 都 可 以 仿 前 定义 。 不 同 鸭 总 .前面 柑 套 多 重 递归 
式 未 必 可 化 为 无 嵌 套 的 多 重 递 归 式 ， 但 现 革 则 嵌 套 的 一 般 递 扫 式 
恒 可 化 为 无 嵌 套 的 一 般 递归 式 。 叉 含 初等 算 子 的 亦 可 化 为 不 售 初 
等 算 子 的 ,这 旦 都 和 前 面 的 讨论 相 类 似 * 不 多 丈 述 . 

在 求 最 小 杠 时 可 用 下 列 一 般 递 归 式 : 

Alu, v, 0) 一 s, (L) 
AÇo, u, Sx) = Alo, Su, glo, Sa)), (2) 
这 是 参数 变 剧 的 一 般 递 片 式 , 相 函 数 为 g(w, z) 《与 * 无关 ), RE 
的 茵 数 * 改变 连 榜 函 数 的 参数 也 改变 ,而 
-tee(pa e) = h( vs 0, glr, 0)). 
要 证 明 这 点 ,可 证 明 下 列 引 理 : 
引 理 (PMR: < rtisg(v, e) BJ Alo 0, gir, 0)) = Alos 
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n gl, 7)), 
( 乙 ) 和 如 果 t = rtig(v, e) WÍ Ao, 0, glo, 0)) = i 
证 明 (i) wF: 归纳 . 当 : 一 0 时 ， 
Ales 0, gCos 0)) 一 Ap 0, glr, 0)) 
永远 成 立 ， 故 黄 基 部 分 得 证 。 归 纳 . 如 果 s < iglo, c)， 当 然 
BF : < rg(e- e), RAABE, A 
Aus D, g(v, 0)) 一 hlos ts glos 1)) 一 《由 第 二 式 ) Ao, SE, 
EKSE). AORERE. 
《2) 当 r= riglo, e) 时 ,和 如果 :一 0， 划 
Avs D, gCo, 0)) = Alr, 0, 0) 一 《由 第 一 式 )0 一 上 
如 果 (== O, MUJ Di < riglo e), AUR) 
he, 0, g( s, 0)) = kle, De, glo, Di)) 
= (v, t, glv, 1))} 
= (v, =n FECE. 
FARBA: 
AlE) = Alale 11)) 当 z< 100 Br; 
一 xz 一 10 当 *>100 hh 
这 是 磐 套 的 一 般 弟 归 式 ,但 记 不 是 很 标准 的 嵌 食 一 般 递 星 式 ,因为 
只 能 揭 强 地 认为 梯 明 数 为 Ie+u， 而 自 相 幅 僵 ， 旧 想 将 它 改 变 成 
Ala) = B84(gLx)) 而 B, g 为 已 知 (不 依 炽 于 如 是 很 国难 的 ,当然 
仍 是 可 能 的 , 见 后 面 的 详细 讨论 。 
这 泣 轨 式 的 解答 是 : 
B(x) -= 91 á z < 100 Bf; 
一 xz 一 10 = z>10 BJ. 
可 先 讨论 2(100), 再 讨论 0099) 等 等 ,很 快 便 可 找 出 起 规律 . 


上 上 滋 式 述 可 推广 为 
ROD = (Wx a) í z< HJ; 
一 zz 一 W z c BF. 


要 解 出 它 并 非 易 事 但 也 不 太 难 。 读 者 试 自作 二。 
对 一 般 递 所 式 需 特别 讨论 的 是 有 关 梯 函数 z (z) 的 情形 . 
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首先 是 使 用 归宿 于 ole 0) 的 函数 ,这 时 有 
Hu, as) = Ale), 
f(a,z)= Blu, z, Ha, glu, 2)) (<= a BD. 
如 命 M(6e,0) = 0, (u, Sr) = fu, z), X. mlu, 0) = 0, glas 
Sz)= Sg(s, x)， 则 将 有 
hu, 9) = 0, 
bu, Sx) = Alu) a Sx a 时 
= f(u, z) = B(u, z, Iu, glu, z)) 
= Blu, x, h(n, Sg(z, z))) 
= Blu, x, Alu, g(u, Sz))) 
而 & 与 宿 于 0， 这 样 策 化 归于 遵 常 的 一 般 递归 式 。 

其 次 ,使 用 有 多 个 归宿 的 函数 ， 即 其 中 的 & 满足 条 件 ， 对 任 
r EA mG) fE gO) 为 aa, 之 一 。 设 原来 一 般 递归 式 
为 : 

Hus ai) = Alu) G= 1,2,--:, r); 

Hu, z) = Blu, x, Ha, glus xY) 《xz tip masis G7) 
Fjer Alu, 0) = 0, Alu, Sx) = flus x); gdn, 0) = 0, giie, 
Sa)=0 (i r), g(u, Sx) = Sg(u, z) (z ai mas" "o 
a). WAU AlCu, z) 可 由 道 沉 的 一 般 递 归 式 定义 。 

此 外 ,还 有 多 相 一 般 递 办 式 , 例 如 (二 下 的 ): 

pe 0) = AG), 

Hu, Sa) = Blu, z, u, guSx), flu, gi5x)) 
当 按 上 式 而 诗 自 Ku, Sz) 时 ， 须 依次 计算 下 列 各 值 ( 将 参数 x 省 
略 不 写 ): 

Kasr), Kase), 

fgisx), Kanse), FegSx), Har), 
48, ERRED HAE. 究竟 go 5 须 满足 什么 条 件 过 能 保 
证 它们 必定 归宿 于 0， 对 此 除 下 列 简 音 情 形 外 ， 尚 无 人 知晓 当 
Sr < Sr, pSr < Sr 了 ,多 相 递 归 式 必 把 金 函 数 变 成 会 函数 . 
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$483. 一 般 递归 式 与 有 序 递 归 式 


原始 递归 式 有 一 个 特点 , 那 就 是 , 计算 Cu, Se) 时 ,所 使 用 的 
IIE FC, z) 是 在 (a, Sa) 之 前 ( 当 按 第 二 变 目 排序 时 ). ， 而 在 
一 般 递归 式 中 。 计算 f(x, Se) 所 使 用 的 IAE a, g(x)), 而 
g(x) 与 Sr 却 很 难说 贺 大 就 小 ， 我 们 所 以 保证 能 够 计算 Ku, Sr), 
RETF gD 在 Sr 处 归宿 于 0。 但 是 , 按 序 递归 式 却 很 自然 而 普遍 ， 
在 下 面 我 们 将 详细 讨论 . ` 

定义 ” 设 有 二 元 谓词 Pas 如果 P 是 非 对 称 的 且 可 传 的 , 则 P 
叫做 次 序 关系 .如 果 由 P 所 排序 的 集合 中 每 个 非 空子 集 都 有 一 最 
小 元 案 , 则 P 叫做 良 席 关系 . 

就 良 序 关系 而 言 , 设 有 一 列 la), 如 果 各 z; 均 为 某 良 序 集 的 
EREKE aukas A) (a) 只 能 有 有 限 个 元 素 ， 

因此 ,如 果 函 数 & 满足 a) MBE E E) = 0, 

定义 TARER 

flu, 0) 一 

Hu, Sx) 一 Blu, z, f(u, gG), 
其 中 按 某 种 良 序 < 而 言 永 有 z(Sz)<Sz, 则 说 上 述 的 定义 方式 是 
有 序 递归 式 或 按 二 的 有 序 递归 式 . 

对 良 序 集 而 言 ,虽然 满足 ¿aa 关系 的 数列 la) 只 能 有 有 
限 项 ,但 一 数 之 前 ,两 数 之 问 可 能 有 无 穷 多 个 数 。 例 如 ,将 一 次 ( 自 
然 数 为 系数 ) 多 项 式 照 下 列 排序 : 

qz + b<czx + d Hace HË “a= c f >< 4". 
这 是 良 序 关系 (叫做 =? 型 良 序 ), 但 在 1xx 之 前 天 1z 与 2 之 间 却 
有 无 穷 多 个 元 素 . 

定义 MRR NAPAR ERE REZ NRENKE 
之 间 只 能 有 有 限 多 个 元 素 , 则 说 P 是 色 型 良 席 。 由 型 良 序 所 排 
列 的 集合 便 与 自然 数 集 形成 保 序 的 同 构 . 

现在 ， 我 们 要 证 明 : 给 出 一 个 一 般 递归 式 后 ; 可以 定 一 种 良 
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序 而 且 是 。 型 良 序 。 使 得 在 该 良 序 之 下 该 一 般 递归 式 是 有 序 递归 
A. 
在 下 文 永远 假定 一 般 递归 式 的 相 函数 上 满足 条 件 : g(0) 一 0， 
B z 归宿 于 0， 
设 所 给 的 一 般 递归 式 为 * 
pe 0) = e, 
Fu, Sr) = B(u, Sr, Ku, glu, Sz))). 
为 简便 起 见 ， 下 文 把 参数 s 省 略 不 写 ( 如 果 * IK 5k, NS 
定义 的 不 是 一 个 良 序 MERRE, RAT * 的 一 族 )， . 
AAEE, 选取 从 0 起 的 一 一 对 应 的 配对 函数 组 {pg, K, 
L) GAES JF 0, 如 中 上 归宿 于 别 的 数 ， 亦 可 仿 此 办 法 处 理 ), 
9 排 在 最 就 ,为 第 0 阶段 。 . 
第 = 十 ! 阶段 ， 从 前 = 阶段 尚未 排 亭 的 数 中 取 其 最 小 者 ， 设 
Hila 十 上 )， 于 是 作 排序 如 下 (m 25 g E a + 1) k ASST ES 
数 ): 


Hn) Ke™ Na + I) Ke" fn +1). eila 
+ 1)<i(n + 1), 
并 且 , 如 果 其 中 有 已 经 叫 吏 的 (出现 在 JO) 之 左 的 ) 由 予以 删 去 。 
如 此 逐 阶段 作 去 ， 一 切 户 然 数 都 有 一 个 次 序 ， 而 且 显 然 是 必 
型 良 序 (每 个 数 之 前 妈 丰 在 限 个 数 )。 WEEET MUA gSz—< 
Sx。 于 是 ,上 面 的 断言 得 证 。 
但 是 这 个 排 训 < 却 是 比较 复 夺 的 , 亦 即 “zy 的 特征 函数 不 
是 原始 递归 于 8 的 , 而 只 是 原始 递归 于 g 与 m(g 的 归宿 步 数 ) 的 ， 
因为 ,要 刻 划 zy, 必须 先 求 出 x 进入 在 第 几 阶 段 , v 进入 时 在 第 
几 阶 段 , 然 后 才能 比较 (不 先知 道 进入 时 在 第 几 阶段 ， 是 很 准 比 较 
其 次 序 的 )。 设 * 在 以 aC) 为 首 的 阶段 进入 排序 , 则 
LE) = tie seminemte oe Gx, (01)) 
a) 显 为 原始 递归 于 me) 及 gle) WER (mle) 25 g E e Bb B) 
归宿 步 数 )。 于 是 便 有 : 
r< y 恰当 e IOV - glx) = G A ae < laa) 
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AG (9))。 可 见 。*<y WR ERRE ERREA e 而 
基 原 冶 递归 地 及 m(g 的 归宿 步 数 )。 

我 们 可 选取 另 一 函数 a, EA 
(m) Siper e) = (spa, r yn le NN Z. 

而 5 ABS R U63844 z, DEF: 

仍 选 记 以 0 开始 并 且 一 一 对 应 的 配对 函数 组 {pg, K, LY. 每 
个 数 ” 都 可 以 写成 pBCKz, 工 z)。 

如 果 Kz < mtLx)， 则 x* 由 做 带头 数 〔 它 将 为 一 列 教 的 带头 
数 ), 否则 当 Kz > m(Lx) 时，* 叫做 附属 数 。 和 拇 个 附属 数 必 介 于 
两 个 提 邻 的 带头 数 之 问 ， 我 们 把 它们 附 放 于 前 面 的 带头 教 而 组 或 
~B. 因此 每 一 下 的 带头 琢 必 是 pg(i, p 形 而 7 < al, RRA 
数 亦 是 pss 门 形 但 ) > ale 

作 一 排 康 如 下 

GO) 局 段 间 的 数 焦 大 小 排序 。 

(2) 在 各 我 之 间 的 次 序 如 下 

PE(0, (0)》 眉 pg(1， mY) Er—p8(1, m1) 一 1) Re 

<pell, 0) 眉 ps(2, m(2)) B<- 

<psU 一 1, 0) Bpel, mCi) psl, m(i)=—1) Ez 

<: —<pg(:, 0) 股 <pg(i + 1, ml + 1)) Re 

显然 这 是 o 型 的 良 序 ， 要 表示 “x<y” 的 特征 函数 , 须 先 求 * 
所 在 能 让 的 带头 数 H+。 显然 

Hx 一 ra srmaxense Vg (Ke) 
它 原始 递 委 于 z. BRE Hr, 于 是 
x <y 恰当 KHx < KHy 
或 者 KHr = KHy 而 LHx > LHy 
或 者 FF = Hy (ü x < y. 
MRA FENKE! Pre tJ 2 B, RACA —PE B z < y, 
它 原 始 递 归于 H (LL BE z). 

AEX e iF ERRAT z): 

ple) = 0 当 (Lx 2 m(Kz) BD) g*(Kx) = 0 时 ， 
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gC) = pg(Kz, SLz) H (Lx < m(Kzx) 即 ) ge(Kxz) £ 0 
B. 
BD: 如 将 * BR pels i), WA j > m(i) BF, gG) = 0 而 当 ;< 
mU) BP, a) = pelis j + 1). 足见 、 RE g(x) 处 处 归宿 于 0， 
DeC) 亦 处 处 归宿 于 0， 而 且 

H x = 0 fü g E x Sk 8918253 m Bf, g 作用 于 pelr, 1) 时 
逐步 得 pg(z, 2), pele, 3),-- o pg(x, m), 0. HPRH m. 但 
8 在 0 处 的 步 数 为 4。 于 是 有 上 述 的 ( 甲 ) 式 ， 我 们 的 断言 得 证 

换言之 ,8(e) 的 归宿 步 数 完 全 可 用 a (e) 的 归宿 步 数 而 表示 。 
对 于 使 用 无 递归 变 元 的 一 般 递归 式 ( 即 一 般 复 和 迭 式 ) 而 定义 的 函数 
说 来 , 它 只 依赖 于 (C) 的 归宿 步 数 ,而 与 ele) 的 值 毫 无 问题 .对 
于 这 种 一 般 复 法式 来 说 ，8(e )》 TRARA ale) 即使 对 一 般 递 
归 式 本 身 而 言 , 它 亦 可 由 一 个 原始 递归 式 ( 这 式 用 到 g(e ) 函 本 身 ) 
E z 的 归宿 步 数 来 表示 ,后 者 亦 可 由 nle) 的 归宿 步 数 来 代替 
此 ,上 面 的 简化 在 一 定 意义 上 说 是 有 用 处 的 . 

注意 ,在 定义 9(x) 时 或 者 在 求 前 一 个 排序 的 天 小 关系 的 特征 
函数 时 ,我 们 不 能 不 明确 使 用 到 函数 m(ce}。 这 是 两 种 排序 的 本 质 
KA 


$ 44. 递归 函数 的 典范 表示 


在 作 一 个 函数 时 ,我 们 总 愿意 尽量 地 使 用 较为 简易 , 较为 初等 
的 算 子 及 函数 ， 而 少 使 用 较为 复杂 较为 高 等 的 算 子 及 函数 ， 在 这 
种 原则 之 下 ， 作 一 个 递归 函数 时 诗 少 须 使 用 若干 次 一 般 递归 算 子 
(归宿 步 数 算 子 * 求 根 算 子 ) 呢 ? 在 下 文 我 们 将 证 明 , 只 使 用 一 次 便 
B. 

定理 1 每 一 个 递归 函数 了 都 可 吉成 

(xu xy z.) = Artu,B(xi, rz e)s 

而 4, B 3086335583 ( B 甚至 于 可 取 为 初 基 范 数 ). 

注意 .所 谓 准 初 基态 数 8 指 y 一 你 mi， x.) 2940238181, 
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而 8 县 受 界 于 本 原 允 数 。 
证 明 忆 上 徊 的 讨论 可 知 : 任何 递归 函数 了 可 由 = 十 ,x** 
? 出 发 ,利用 便 置 与 无 参数 的 求 逆 算 子 向 作成 ， 
如 果 f XF RAR M e = e, + ex, ° 一 el， z 显 为 初 基 谓 
词 : 记 其 特征 函数 为 Glen ea e) 及 Hlein es e), WA 
a + y= rtu,G(z, y, z), ztym ru,HB(x, y, e) 
《相应 药 4 可取 为 1), 符合 要 求 . 
AAEE, TEAR RTF (1,1) 鸽 置 (又 须 先 利 用 六 
量 置 子 即 可 )。 设 了 由 8 35 s fE (L, 1) ARR 
IG) = e) 
而 依 月 纳 假 设 有 A, B, C, D 其 有 定理 所 述 性 质 , 宽 得 
gls) 一 Artu,B(x, e), 
k(z) = CrtuD(r, e), 
则 有 
g(5(z)) 一 Artu B(A(z), e) 
= AruwB(Cru,D(z, e1) e). 
今 取 从 0 起 且 一 一 对 应 的 配对 函数 组 (pg, S L). 32 E 
B(CKw, Le)DD(z, Kw) = D 
Be (I E E—) iA ww， 由 于 廊 程 D(x, y) = 0 有 叭 
一 的 ? 报 , 记 为 yo Sk Kan 一 y, 3&UkI840 A 5 — HER 
BiCy, Lw) = 0, 
RG, Bls e) 对 任何 x 均 有 唯一 根 , 故 必 
CB CDhE, e)s e) 一 ItueB(Cy e) = Lan. 
Kuy 与 上 un ESE th SE, m 亦 唯一 决定 . RAER 4 
gA) 一 Artu,B( Crtu, D(z, 01), e) 
= ALus 
= ALrtue{ BCCKe, Le)@D(z, Ke), 
AL EIRA p e Ek. 
WA 1 si oR Y T-YERR, it 
Hx) = inves le) 


REER 


PERR ATE ERER A4, 了 8， 使 得 
g(r) 一 Artu,B(z, e), 
ER, ra B(z, e) 为 * 的 函数 但 未 必 是 上 升 函数 ， 为 此 我们 引 
A w(x) 它 是 满足 条 件 max, .B(e, tm(e, w)) 一 0 Hkh i 
(从 而 为 = 的 上 升 函数 ), 故 汪 可 由 下 决定 : 
max, s | B( e, mle, w) @max, N max, s B(e, tLe, <， 
HERTS Dir, w), 取 递 增 的 pa, 并 记 pelr, wtx)) 为 
?kx)， 则 ?由 下 式 唯一 决定 : 
eo(x, 大 9JSDfz， 工 9?)。 暂 记 为 C(x, q). 
此 外 ,又 有 rtu BC, e) = mli, wkD) = mK, La). 35 
FG) 一 rtiueq(r， Arta B (er e)) 
一 rtasq(z。 Atm( Kq(e), Lale). 
命 2( z, A ea RABY e, 对 应 于 最 小 的 ea)， 并 列 出 2( e.) 所 满足 
的 条 件 , 得 
JG) = Kri, Tegla, Atm Ken, Le)BC{x, ca)] 
再 化 为 ru， 即 得 【C, 为 适当 的 初 基 床 效 ) 
ÍO) = Kriu, Cla, ei)s 
C, AEBAK EARR HARR. 
依 数 学 当 纳 法 本 定理 得 证 , 
由 于 ( 见 上 ) rifu, e) = stpassta at s NYC, 0), M 
定理 2 一 个 递 妥 函数 二 都 可 表 成 
Hais tp xay sss zo e) (A 2382468) 
HN 4 29386 8359838, B HEEK. 
这 两 定理 中 的 趣 虽 然 是 准 初 基 函数 ， 但 是 却 随 f Tis k. Ia 
可 以 颈 上 先锋 定 , 如 下 述 定理 。 
定理 3 任 给 一 个 准 初 基 的 配对 左 函 数 K, 都 满足 下 列 条 位 : 
ETERRA 部 有 一 个 初 基 函 数 B,, B EE 
Flass X29 2p) = KUB, Cass faseta t e) 
Hais tastets z.) = Kstp.. Bat, zs tts Xr e) 


证 明 没 定理 1 中 的 唯一 根 为 wo dr Kua 一 dw 而 LoS 
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(ËD o, = pel Aw, w), HD o ME EE Ke = AL, A Bla -ees 
xo Lu) = 0, RPE EARRA Berntsen 2). Ke 
(s... r.) = Am = Kri B Cantos r+ e) 
再 化 为 rtu， 便 得 ACOs z.) 一 Kru,B.(z,s xr e), 
第 二 部 分 同样 证 明 ， 于 是 定理 得 证 。 


$ 45. 可 在 有 限 步 驴 内 计算 的 函数 


Gade) 当时 所 提出 的 一 般 递 归 函 数 ,并 没有 提 到 一 般 递归 式 ， 
他 所 引入 的 实际 上 是 我 们 这 里 所 说 的 可 在 有 限 步骤 内 计算 的 函 
W. Göd) 所 给 的 定义 如 下 : 

EX REDRE osso. A E, 表 未 下列 的 方程 组 : 
每 个 方程 都 是 oas z: aa) = b EM o 不 出 现 于 庄 a 中 ， 
诸 w 中 兵 出 现 o... ma. 又 用 EY 表示 下 列 的 方程 组 ， 部 是 
sk, h. Ra) = A 6, KDW k BERF, SEE, Entit 
E), WRH THAR E k, b... k 都 恰巧 有 一 数字 天 使 坦 

Et, E, Efo, Erue Cki kott ka) = k. 

我 们 便 说 (E, Enot En) 递归 地 定义 了 A, ortta on, 能 够 这 
样 地 定义 的 函数 便 叫 做 一 般 遂 归 函 数 . 

REFE R, R 是 两 条 很 重要 的 规则 ,如 下 ; 

R: 将 公式 扫 换 汶 公 式 代 ¿u sta d 这 里 诸 x 为 变 元 ,而 
W k IRF. 

Rs: 由 公式 4 及 等 式 oh, cer, ka) =k, 在 4 rh 38 % + 
为 

换言之 ,只 评 用 代 人 运算 (将 一 变 元 处 处 代 人 以 一 个 数字 ) ,以 
及 替换 运算 (将 ck k.) RURA, 便 可 以 由 EF,-..., 
E) (给 出 o, op. o; i 的 值 的 方程 ) 及 E, (利用 cc- 无 
表示 z, 的 方程 ) 而 算出 o, 的 值 。 显然 ,这 里 要 求 对 函数 排序 ,由 前 
画 抑 函数 和 无 斗 算 后 面 的 函数 . 

通常 括 这 定义 改 为 下 列 新 定义 * 更 为 方便 。 
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EX ERa, one, os 可 用 E 而 递归 地 定义 是 指 ， EE 
一 组 关于 o, mc， …，ow 的 方程 ,使 得 对 于 每 个 SiS n 并 
每 组 数字 ko kott kn BATARE k ER 

EF Rena (K, bs, ka) = k 

这 里 R, ERRAN: 

R,: Hi B = C 及 4 而 推 得 将 4 中 某 个 替换 为 C.( 这 里 B 
不 限定 为 ci 和 Ai) É, C 不 限定 为 数字 )。 

定理 这 两 定义 是 等 价 的 . 

证 明 ”如 果 一 函数 o 依 浊 定义 是 递归 的 ， 则 有 方程 组 {F> 
Es. En) 使 得 Ef, Et. Biror: kott s ka) = k. 
(对 任何 数字 kottis ka). BA HRA E, Ente, E, an, 
Tikkis its ka) 一 多 《对 任何 数字 Ro tts 0), WRITE, on 
FÆRA. 

反之 , 设 依 新 定义 一 函数 o 是 递归 的 ， 则 有 方程 组 E 使 得 对 
任何 (< i=< SE 

Et realki Ky, Ra) = k. 
我 们 必须 作出 一 整套 方程 En Ente, E, 使 得 对 任何 : 而 音 
USiSa), EA Er, t, EY Eraro: hs by k ) = 
k, BTA FIRAR o; HEF, ER E, 而 推出 o 函数 的 值 ,由 Er 及 
E, 而 推出 函数 0 之 值 ,…, 由 EY， Ef, -¢t Ef E, 而 推出 函数 
ou 之 值 ， 下 面 我 们 将 证 明 ， 按 新 定义 为 递归 的 函数 c, 必 可 表 为 
GaC tists Zag) = Krü,B (xstti, Zago C) TRK AEDEM, B 
APER. Teut, K, B RERRAHAN. Re WDR 3k 
都 可 以 从 本 原 函 数 出 发 ， 利 用 倒置 与 原始 递归 式 而 作出 。 利 用 县 
置 和 而 造 新 函数 mw， 可 以 写成 : 
oz tn] 一 oan rs Ou) (rss xn) 
形 , 利 用 原始 递归 式 而 造 新 函数 可 以 写成 
oz Eny O) = Dahat xs) 


Oist ty Xas Gatari) 


= Dalk tty fa Tatis Truss Fn Fa41)) 
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形 ， 利 用 来 舟 算 子 而 造 新 函数 mw， 可 以 写成 : 
C.(ro Xa u, Ü) = D, 
OLT st H, Sx) 
= oo Zas Su, G. (r, dny Se) Ys 
ms. La) = Gakki ny Ü, g, (ra tta Zus 9) 
形 , CIE 
(as... a.) = ó 
形 ,其 中 诺 没有 56,( 庄 s 及 4b 中 可 有 opto, cio b RETA 
o) 符合 日 定义 的 要 求 。 根 据 乓 , 3 函数 的 组 成 过 程 而 把 各 方程 
ARREK RA EERIE (E, Ea) 它 满足 旧 定 义 
BER., WEEE o 亦 是 递 妇 的 ,于 是 定理 得 证 ， 
如 果 我 们 把 亚 置 子 , 原 始 递归 算 子 、 求 根 算 子 都 用 符 制 符 恕 表 
示 , 那 末 按 旧 定 义 ,每 一 个 一 般 北 归 函 数 痢 可 以 由 本 泰 函数 及 这 三 
算 子 看“ 显 式 地 ”表示 . 
因 北 ,问题 在 于 证 明 ; 凡 能 因 方程 组 及 代 人 . 普 换 两 运算 而 
能 计算 的 函数 ,都 可 以 表 成 : 
Krtü,B(zu xsy e) 
W fa K 25433) 25 5838, B AMAA FERIE e 
A. RITER MEB, EBEA RA RAAE E 
表 成 上 百 的 形状 ， 
凡 能 够 计算 的 , 即使 是 “心算 " 吧 , 总 可 以 把 其 计算 过 程 记录 下 
来 ,而 且 逐 个 步 又 逐个 步 克 地 记录 ,在 记录 计算 过 程 时 ， 可 以 使 用 
TARS. SRAL RATIER ERETT. 《例如 ， 括 
号 ”只 用 一 种 ;不必 使 用 乒 种 括号 ), 
数字 = 编号 为 ”5 十 2 


变 元 z, Sn +3 
AR e, 5n + + 
HT r, 5n 十 
=,;> Ü 1,6, 11, 16, 21, 25 


我 们 认为 ,每 个 数 都 用 不 友 的 数字 表示 、 而 玉 各 数字 不 加 分 析 ( 例 
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如 135" 不 分 析 为 由 数字 1, 3, 5, METIR), 看 作 一 个 整体 新 符 
号 。 因 此 ,如 果 知 道 -个 数 的 编号 为 b。 则 该 数 必 是 [2 — 2)/51. 
又 为 了 编号 划一 以 便 得 出 叭 一 的 编号 起 见 ,我 们 现 定 【*,m, n) 型 
自 子 的 填 式 应 写 为 
Tahtis xz Zm) > 《作用 域 )。 

EN etits em 等 改写 为 变 元 ( 油 为 我 们 省 略 了 空位 的 编码 )， 且 在 
“=* 的 前 后 均 用 括号 括 出 ,作用 域 也 月 活 号 插 出 ,其 参数 空位 有 代 
人 时 也 用 司法 写 出 ， 

我 们 选 定 一 个 叙 列 自 子 sq， 但 当 这 个 算 子 不 是 第 用 于 函数 
信 e)， 而 是 作用 于 任意 多 项 1; 41,… sas 时 ,我 们 写 为 sq。 我们 
约定 ， 庄 编号 汐 foant oa。 的 符号 组 成 的 式 子 编号 A sgir, 
4}。 BRG Gn da-e, a, 的 式 子 组 成 的 式 子 A 
列 编号 为 sqfn。 dis atts dah, RÆ, RIAT ARTAR S 
与 式 子 令 列 的 编号 ， 如 想 由 编号 本 身 而 区 别 到 底 是 哪 一 种 , 那 末 ， 
由 编号 为 ,a;,.… ,a 的 符号 组 成 的 式 子 编号 为 59(0sn, a ws 
as)， 由 编号 为 ao antt a, 的 式 子 组 成 的 式 子 序列 编号 为 

sq(l, n, 4 9)。 桥 种 方法 都 可 以 ,我 们 并 不 栈 定 ,只 

要 求 ， 给 出 一 纺 号 时 必 能 知道 它 是 哪 一 种 编号 ， 而 且 相应 的 式 于 
是 什么 ,相应 的 式 子 叙 列 是 什么 。 

其 次 ,在 计算 过 程 中 , 必须 对 各 式 子 生变 换 亦 即 必须 对 一 些 符 
号 艇 列 作 改变 。 根 据 经 验 ,在 计算 过 程 中 所 作出 的 各 砷 改变 ,都 可 
以 北 妇 为 两 个 最 根本 的 运算 : 敌人 与 替换 ， 代 人 还 可 只 限于 变 元 
代入 以 数字 ;再 换 可 限于 一 处 替换 。 因 为 ,我 们 可 以 只 计算 有 具体 
结果 的 , 当 各 变 元 咨 代 人 以 具体 数字 后 , 从 内 而 外 ,可 以 得 知 ,每 次 
代 人 都 是 变 元 代 人 以 数字 , 至 于 替换 ,如 果 有 多 处 替换 ， 可 以 下 为 
多 次 的 一 处 蔡 换 ， 而 由 上 面 的 祝 基 函数 处 的 讨 疮 ,可 以 得 知 , 代 人 
与 替换 的 等 征 函数 (当选 定 叙 列 算 子 后 ) 都 是 初 基 画 数 . 

如 果 穆 们 还 容许 别 的 运算 ,而 且 这 些 运算 的 特 往 尚未 时 确 (还 
不 敢 断 定 兴 特征 冰 数 是 否 原 始 递归 函数 ， 甚 至 是 否 一 般 递 避 函 
数 ), 伍 仍 可 以 局 法 这 论 如 下 。 
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定义 is 
容许 运算 )， 如 果 
使 得 

0) 诺 F 或 为 组 中 之 一 、 

O) 诸 F 或 为 由 前 面 若干 个 下 根据 容许 运算 而 得 的 结果 . 

G) 最 后 一 个 式 子 是 一 等 式 ,等 式 左 端 是 olas -s a), M 
在 端 是 一 数字 (到 做 m E Castes a) 处 的 值 )。 
则 这 列 式 于 诸 F 便 叫做 由 等 式 系 E 根 据 所 容许 的 运算 而 对 w 
Cass: -s ar) 所 作 的 计算 过 程 。 亦 称 ,，o fE (a,-……, ar) 处 是 可 计 
W. 

定义 ”如 果 定 义 等 式 组 下 及 容许 运算 是 不 随 astres a, 的 选 
择 和 而 更 改 的 (但 Fa Fott, F, 万 至 于 4 的 大 小 则 是 可 以 随 a, 
etera, 的 选择 而 更 改 )， 即 用 同 样 的 互 及 同样 的 运算 可 以 对 于 
有 定义 的 一 切 地 方 而 计算 其 值 ， 则 说 是 可 计算 的 ， 如 果 “ 处 处 
有 定义 , 则 说 o 是 可 计算 全 函数 ,或 说 0 是 可 完全 计算 的 . 

定理 2 和 如果 有 一 组 定义 等 式 ， 由 该 组 等 式 及 容许 运算 可 以 
计算 出 一 函数 o 在 每 一 组 有 定义 的 变 元 (41, azta a) 处 的 值 ， 
而 容许 运算 的 特征 需 教 为 8 ……，8&。， 则 5" 必 是 递归 于 g, 2， 
oes LEJER. MR o 处 处 有 定义 , 则 它 是 递归 于 8,82 ***， g; 
的 全 函数 ,又 称 一 般 递 归于 z. zs: > z, 的 函 教 . 

在 特例 ,如 果 只 使 用 容许 运算 代 人 及 替换 ,或 者 别 的 以 原始 递 
归 函 教 为 特征 函数 的 运算 , 则 它 必 是 递归 全 函数 或 一 般 送 归 函数 。 

证 明 设 该 定义 等 式 组 五 的 编号 为 m， 从 而 每 个 定义 等 式 的 
编号 便 是 tm(i, m)(1 < ; < tm(0, m)). 

RAE (as antet, a) 处 函数 有 定义 , 便 可 以 找 出 一 个 计 
算 过 程 ,Fz,-……， Fs 满足 上 述 条件 , 设 这 计算 过 程 的 编号 为 w。 
由 于 了 所 满足 的 条 件 , 可 知 汪 应 满足 下 列 条 件 : 

(1) F, 为 定义 等 式 中 的 一 个 : 

3 (1 < ; < tm(0, m) > tm(¿, w) = tm(z, m)) 


其 特征 函数 为 m, r, = BJ pn 5k 


-组 等 式 (叫做 定义 靠 式 组 ) 及 :个 运算 (叫做 
IRERE FARS RNAF F t Fa 
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(2) PF, 由 前 面 的 F.，'……，PFax 根据 某 运算 R, (对 应 于 函数 
gi) 而 得 。 这 可 表示 为 

G Ia i < i(gi(tm(a, w), tm 人 ay 6), 07, 

tm(rty w), tm(z, w)) = 0, 
“根据 某 运算 R 不 应 表示 为 “3j”, 因为 作为 i 的 函数 而 言 , z, 未 
必 是 初 基 的 ， 蓉 至 于 未 必 是 一 般 选 归 的 。 但 因为 容许 运算 只 有 有 
限 多 个 ( 共 s 个 ), 我 们 可 以 将 i 逐一 写成 1, 2,…*， 再 作 析 取 ,得 
(2DV (22)V.… VY (2,)。 将 记 为 (2) 
它 将 是 初 基 谓 词 ,是 i 儿 的 初 基 谓词 . 

对 于 一 切 非 零 的 SE F 满足 第 一 条 件 或 第 二 条 件 则 可 表 
RA VUSS mO, w)) > Q)V (2).) 它 亦 是 初 基 谓词 , 可 
记 为 Q,(m, w). 

(3) 最 后 一 式 必 是 g(a1，…, ar) 一 1， 其 中 ! 是 一 个 数字 . 
可 表示 如 下 . 设 暂 用 Tw Ë müm, w), w) (Bw RAH). 

I < wlim(0, Tw) = 2r + 4 Atm(1, Tw) = 4Atm(2, Tw) 
= 21 Atm(3, Tw) = 5a, + 2 Atm(4, Tie) = 6 Atm(5, Tw) 
= 52, + 2A-: Atm(2r + 1, Tw) = 5a, + 2 Atm(2r + 2, T.) 
一 26Atm(2r + 3, Tw) = 1 Atm(2r + 4, Tw) = 51 + 2). 
其 特征 函数 也 是 初 基 函 数 , 记 为 lass a, w) 

必须 注意 ,表面 看 来 , (1), (2) B5 as an't, a, 有关, 因而 

C), (2) 的 特征 函数 似 也 应 标 以 a, aa... a, 作为 变 元 ， 事实 
上 ,县 体 实施 时 ,实施 什么 代 人 (将 x* 代 人 以 a), 实施 什么 蔡 横 (将 
ABRA B), RERS astes a, 有关， 但 由 “F; 到 F, 是 由 代 
ATIE” “F, 到 F, 是 根据 F, 而 替换 ”这 却 与 41,……, a, 无 关 ， 因 ， 
为 可 刻 划 为 “有 x 有 a 便 得 将 x* 代 人 以 «可 由 F; 而 得 F”, “A 
4， 占 便 得 4 一 8B 为 Fi 而 有 *# 在 F; 中 将 第 # 个 符号 起 的 4 蔡 换 
以 好 可 得 Fa”。 这 些 话 都 可 对 和 钙 何 变 元 组 (m1, 0，,*…， 4r) 适用 ， 
不 随 ars as: a, 而 改变， 

今 将 Oln, e) Qa, a Ww) 记 为 B.(m, ditty ary 
w)。 如 果 容 许 运算 对 应 于 函数 2, Etts Eo 则 它 是 m, t,t 
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an WEET g. gs,*…， g 的 函数 、 当 只 容许 代入 葵 换 两 运算 
PF. BEE m, tote s an wA 
当 olasi- a) 有 定义 时 w AFE, MATR 
t rtieBi( ms distet, dp, w), 
RR o, 即 可 求 1( 它 是 olas, a) 之 值 ) 如 下 : 

HIERA- RTRS A Tal 一 tm(tm(0，wo wo)))， 
1625 ye. 

资 式 子 最 后 一 记号 的 编号 为 Ty( 一 tm(tm(0, 为 ), %)), 但 
RRIA 十 2， 故 得 
G l= [(TTu = 2)/5] 记 为 VLwo). 

它 为 m WEDER. TEEMHE. 

这 里 了 是 随 所 生 用 的 编号 法 而 更 改 的 . 但 是 不 管 使 下 什么 篇 
号 法 :我 们 永 可 选取 任何 一 个 纠 先 指定 的 配对 函数 年 lpg, K, L). 
并 命 z 一 PCF(w)，aw), 出 ”应 满足 条 件 Kv = VL; A Bm, 
at... ap, Lo) = ü AV < LeB.(m, earz) 天 0 2X (F 
是 初 基于 g. gsl, g 的 谓词 . 记 之 为 B(m, astet, er e). 于 
是 便 得 

(es a.) = Vi = Kra = Krü,B(m, dist, go e), 
RA, K 216 TRE WS Raw pk. TREET E z 的 函数 ， 
THI B ADATE? 的 函数 。 当 只 容许 伐 人 与 蔡 换 两 运算 时 ,于 庶 
E 的 字样 可 省 . 

定理 3 函数 oaen) 为 递归 函数 恰当 有 一 组 定义 等 
式 ， 根据 这 组 等 式 只 用 代 人 与 替换 两 运算 便 可 以 计算 出 该 甫 数 在 
有 定义 处 区 值 。 

证 明 充分 福 是 显然 的 .“ 因 "为, 这 时 0 可 表示 为 Kri, B 
《zi zm e), MARR (EETA RRA ARR, rtib 
是 递归 函数 ,再 与 准 初 基 的 K ŽE, FEHR. 

必要 性 可 如 下 看 出 ， 设 5 为 递归 函数 ， 则 = 可 由 本 原 函 数 出 
发 ， 利 用 坪 团 与 一 般 递 归 式 而 作 或 . 设 作成 时 其 中 间 画 数 为 : 
Go ob oo 一 9， 今 依次 写 出 各 的 定义 等 式 , 它们 组 成 定 
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XERA E. SRo 的 组 成 过 程 而 归 负 以 证 明 ; 可 就 定义 等 式 组 
吾 纯 不 代 估 与 玲 换 而 计算 c, 在 有 定义 处 之 值 . 
mE o 是 本 原 函 数 ， 则 只 须 将 自 变 元 之 值 代 人 即 可 算出 其 值 
CBS ARR Se 当 自 变 元 之 值 。 给 出 后 。3e 即 是 4 的 后 继 数 
字 , 我 们 认为 可 以 算出 )- 
WR o haama SAETHER, KER 
之 值 可 以 算出 , ERARE EARR ERATZA, 
侈 函数 之 值 亦 可 算出 ,而 这 必 是 " 之 值 . 
如 果 ” 由 一 般 递 轨 式 而 给 出 ， 设 (我 人 将 参 变数 省 写 不 写 ) 
olu, 0) = = 
alu, Sx) = ofSx。 oa(u, oi(Sx))). 
B n, # 给 出 后 ,如 果 < 一 0, 则 由 第 一 式 可 以 算出 = 之 值 . 当 
xx 天 0。 又 当 在 * 公 沼 宿 于 0 时 , 依 归纳 傻 设 ， 给 册 v 后 77(v} 
ZELAA, BATURE oe) AE), op (a) = 0, 
RE 衬 第 二 式 可 知 ,只 要 z, le JOATA, RREA RE 
a; ZERA AE, EEF alesi (0) 之 值 亦 可 汁 算 , 然 后 由 妇 
MERIA cla, p “(x)) 之 值 可 以 计算 ， 即 ole z) 之 值 而 以 汗 
算 ， ' 


依 归 纳 证 olu, z) 可 以 计算 , 故 定理 得 证 . 
HREH, ELER Gidel 所 给 的 一 般 递归 函数 的 定义 和 
我 们 后 给 的 定义 是 一 致 的 . 
这 宗 定理 还 是 前 面 一 条 定理 的 加 强 。 前 面 巴 经 讨论 过 ， 芷 何 
递归 函数 = 永 可 形成 
ar 17) = Krie Birs +", Zo e)a 
而 8 APAA KOMAA. 这 里 kK 可 以 固定 ， 但 3 却 随 
5 而 改变 ， 我 们 当然 可 以 将 全 体 r TARRAA. i karayki 
为 Be xu", za y), AT 对 r 元 递归 函数 olst a) 295 
有 一 数 i, 使 得 
a(x, z) = Kri,B(i, z." > rs e)a 


{E BC, titta Zo Y) 却 不 是 is mateta x 的 初 基 限 数 。 较 本 定 


理 为 弱 . 

不 论 Gadel 原来 的 定义 还 是 后 来 的 推广 , 都 电 区 对 函数 的 定 
义 售 用 "等 式 ”,fi 且 乓 使 用 函数 和 数 变 元 ,这 仍然 很 有 限制 。 比 如 
说 ,我 们 大 量 使 月 的 算 子 ,在 其 中 便 没 有 地 位 ， 汶 种 下 制 看 来 是 没 
有 必要 的 ,首先 , 它 排 除了 使 用 新 算 子 以 及 别 的 新 樟 念 的 可 能 ， 例 
如 作用 域 变异 前 递 妇 式 ， 很 难 只 使 用 函数 及 数 变 元 而 定义 出 该 
ERR. 其次， 即使 对 菇 些 算 子 而 言 可 以 改 用 只 含 原 数 及 新 变 元 
的 等 式 ,但 这 种 等 式 太 蒙 太 复杂 不 便于 使 用 , 习 它 而 进行 运算 ， 几 
SAR PASE. 由 二 这 和 种 湿 因 ， 我 们 认为 最 好 取消 这 个 限制 . 

我 们 只 要 求 。 对 某 函 数 的 计算 过 程 ， 可 以 不许 号 记 灵 下来. 
符号 当然 可 用 无 穷 多 个 ,但 容易 者 见 , 甚 至 于 只 四 两 个 符号 0 与 1 
便 够 了 ， 一 般 ,我们 容许 使 用 有 限 多 个 (4 个) 符号 , omnis. 
HEFE. h FERETE RRASA la, aa 
LEF (没有 字母 的 串 也 叫做 字 , 室 字 . FAREA y 
做 变 元 字母 ， 一 部 分 叫做 常 元 字母 所谓 计算 过 程 ， 使 指 从 已 知 
数据 ( 伪 妇 , 自 变 元 之 值 ) 的 字 开 始 , 一 步 一 步 地 改变 ， 亚 即 一 步 一 
步 地 把 字 改 变 , 最 后 得 到 一 个 满足 一 个 预先 规定 的 条 件 的 字 ( 叫 做 
HEF) ,并 愉 该 字 按 照 一 定 方法 得 到 的 所 或 的 结果 ， 即 所 求 地 数 
的 值 ， 如 果 这 样 ， 我 们 也 就 闪 为 该 函数 是 可 以 在 有 限 步 踊 内 计算 
89. 

ESPN PEE RNBEREPEA RIA sa pk. IB. 
KRAPI ARP RER BF) 30 Bade T, RRETA RA 
变 ， 其 一 是 对 变 元 字母 作 合适 代 人 ,所谓 “合适 代 八 ”、 沸 所 代 估 的 
符号 串 是 在 该 变 元 字母 的 变 域 之 内 。 其 二 是 很 据 已 出 网 的 等 式 
4 一旦 而 作 替换 (将 4 替换 以 了 )、 容 易 证 组 ， 当 将 宁 母 及 字 用 透 
兴 编 号 后 ， 这 两 个 小 赤 动 作 的 特征 水 数 都 是 初 共 吗 数 ， 我 们 治 出 
如 下 定义 ; 

定义 ”如 果 有 一 系列 萄 字 Pi Poon P, 使 得 每 个 P; 或 者 
EBT Got r) 之 值 ) 之 -一 。 或 者 是 庄 彰 面 一 公 字 经 
过 台 运 代入 面 僚 ， 或 性 根据 前 面 一 个 字 而 对 前 面 另 一 个 字 作 替换 
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而 得 ,而 最 后 一 个 字 Ps 则 满足 终 士 条件 且 从 Ps TAE HEK 
Sto xz")， 则 说 函数 1 在 值 Qa, z.) 处 是 可 以 从 初始 字 经 过 
有 限 步 又 而 计算 的 . 

这 些 初 始 字 不 外 是 一 些 在 了 之 前 已 作 了 定义 的 函数 的 值 ， 或 
者 是 与 有 同时 定义 的 函数 或 者 是 别 的 必需 的 材料 记录 ， 

作 了 这 种 推广 以 后 ,只 要 对 字母 及 字 作 适 当 的 编号 ,与 上 盏 的 
讨论 那样 可 得 下 列 定 理 ; 

定理 4 内 是 可 以 从 某 些 初始 字 而 在 有 限 步 骤 内 斗 算 的 苯 数 
都 是 递 妆 函 数 ， 也 都 是 可 擎 状 函 数 . 

证 明 从 上 略 ， 读 者 可 自 做 ,作为 练习 。 

Church 是 根据 Göde 所 秆 的 递归 函数 的 定义 而 温 出 其 论点 
的 . 正如 上 次 所 说 ,在 Gödel 的 定 文中 ,限制 还 是 太 严 , 很 礁 使 入 
相信 可 能 行 计算 的 函数 必 有 他 所 说 的 定义 等 式 。 经 过 我 们 的 推广 
以 后 ,只 要 ”能够 记录 下 来 ", 这 个 要 求 便 包 括 很 广 了 ， 

在 Gëde 诛 冯 所 给 的 定义 中 ，E; 是 逐个 计算 的 。 BHEE FZ 
次 序 ; 


Bo BE 
Ef, Erk =} 从 而 Et, E,-— E? 
一 般 ，EY, ,Et EEF 
如 暴 我 们 想 定 义 " 可 有 限 步 钻 计算 于 A... da WER”, 我 
们 便 须 认为 .41，…， Aa WER EER, 家 在 一 切 了 之 前 已 经 算 
B. Xit, Klen 假定 在 定义 方程 组 中 , 列 有 无 穷 多 个 等 式 用 以 
给 出 庄 4 之 值 ， 这 里 必须 把 庄 4 的 值 全 部 列 出 ， 因 为 在 计算 诸 “ 
的 函数 时 ,不 但 盛 法 规定 所 使 用 的 诸 44 的 值 的 上 界 , 而 且 该 定义 等 
式 是 用 以 计算 诸 = 的 全 体 变 已 处 的 值 的 ， 要 计算 诸 > 在 会 体 变 目 
处 的 值 ， 一 般 是 使 用 诸 4 的 无 穷 多 个 值 ( 极 可 能 是 全 部 的 信 )， 假 
定 可 以 写 出 无 穷 多 个 等 式 作 芳 开 始 的 定义 等 式 ， 六 不 是 能 行 的 . 
Hit, Kleene 的 作法 受到 了 责难, 而 迄今 还 没有 人 作出 修正 . 
其 实 ， 要 计算 诸 e 的 全 部 的 值 当然 (一 般 说 来 ) 要 合力 无穷 多 
个 (长 至 于 全 前 ) 诸 4 的 售 ， 但 要 计算 诸 " ARTEEI A 
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只 使 用 有 限 多 个 话 4 的 值 也 就 够 了 。 因此。 我 们 可 以 如 下 定义 : 
定义 “是 有 限 可 计算 于 A... 4, 的 函数 是 指 可 以 作出 

AEREN ots onl 一 0) 及 Asi. A 的 方程 组 E, u 

做 定义 等 式 组 ,使 得 对 于 任 给 的 自然 数 ko k 均 答 有 一 个 

使 得 : 

' A 

AE AEE Alas on) ~ 的 等 式 ， 其 中 庄 4 以 及 5 为 

RF. 

EB M koton K BER, diees ag TAB, 而 且 AF 
中 的 等 式 个 数 亦 可 以 改变 ,但 必须 部 是 有 限 多 个 等 式 ， 

局 法 ,我 们 亦 可 以 用 方程 组 来 计算 一 个 算 子 w, 设 有 算 子 e 它 
作用 于 ARA z(a), 如 果 我 们 能 够 作出 一 个 定义 方程 组 所 以 计 
算 函 数 g(«)、 共 中 除 有 任意 多 个 形 为 fo) = b 的 方程 (其 中 ,2 
可 为 变 元 ) 外 、 部 绞 下 已 知 函 数 ( 或 所 使 用 的 配 数 前 有 等 式 以 计算 
TRED BRAE ARAUA IO) 一 形 的 方程 可 以 算出 
E), z) 的 全 志 就 可 以 算 册 ;我们 便 说 这 个 定义 方程 组 是 用 以 计 
KAF o 的 方程 组 , 算 子 ,也 叫做 可 计算 的 或 能 行 的 . 


$ 46. 人 可 定义 孙 数 与 组 合子 函数 


当 Church 提 测 他 的 论点 时 ,他 已 经 发 展 了 4 换 位 理论 , 并 且 
证 上 明了 可 定义 函数 与 Gödel 的 一 般 递 归 函 数 是 丰 同 的 . 习 此 在 
他 的 论点 中 ， 他 处 处 将 4 可 定义 隔 数 与 一 般 北 妇 函 数 并 提 ， 岳 来 
人 们 不 大 注意 2 可 定义 说 数 ,从 而 很 少 所 到 它 了 。 但 近来 ,人 和 们 叉 
重新 对 下定 义 隐 数 发 生 兴趣 ,主要 把 它 应 居于 计算 机 ,尤其 诺 用 
于 程序 设计 。 因 此 可 定义 函数 的 重要 性 又 开始 显 器 出来 了 .。 现 
在 我 们 便 简单 地 介绍 这 个 理论 ， 主 要 集中 于 证 明 ELERS 
组 合子 函数 及 一 般 北 归 函 数 的 等 同 . 

L 换 位 理论 如 下 。 一 

基本 符号 是 :“, 4 【都 是 二 元 的 )。 变 元 表 norn (REA 
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xy, z...) 

组 成 规则 、 

O 变 元 符号 为 项 . 

(2) wR A, BHIN A B 亦 为 顶 

(3) 如 果 - 为 项 , * 为 变 元 , 风 rA 3528. 

(4) 毛 谓 项 仅 限 于 电 (1) — (3) 所 得 到 的 。 

在 内 雁 上 ，'48 指 把 谣 数 4 作用 于 项 B L. (BERANA, 
B EJES) ,而 rA 4 SE x 的 函数 而 得 的 机 数 。 在 Church 
理论 中 ， 必须 z 在 4 中 自由 出 现 才 允许 作出 ed ( 变 元 x 在 4 中 
的 出 现 ,如 果 基 出 现在 形 为 lx 的 部 分 项 中 ， 这 个 出 现 便 叫 做 约 
东 出 现 ， 如 果 出 现在 4 中 伍 不 出 现在 任何 形 为 rM 的 部 分 项 中 ， 
这 个 出 现 便 虽 做 自由 出 现 )。 他 的 * 换 位 理论 叫做 al 理论 ， 如 果 
到 消 这 个 限制 、 83088 4K 理论 。 至 少 碟 讨论 自然 数 时 ，4K 理论 
不 会 引起 任何 疑问 ， 而 有 很 多 方便 之 处 ， 因 此 我 们 便 介绍 4K E 
论 ， 

Church 的 4 理论 中 ,不 使 用 相等 词 ,而 使 用 可 互 换 《Converti- 
beo 关系 ,要 求 这 关系 具有 自 反 乌 、 对 称 性 、 可 传 性 , 等 换 性 ( 即 由 
A convB, 可 得 '4C conv'BC 及 'CA conv' C BE:2x Aconv1x B), 为 方 
An. ISU i, EHATARES REAA 
论 ), 不 必 作 为 公理 列 内 了 ,所 须 列 内 的 是 有 关 ? 与 4 的 特有 人 性质: 

推理 规则 : 

O) 如 4 一 B 赔 '4C 一 了 3C 

(2) A= B Hl CA = CB 

G) WA=BJ] 124 = 1z 召 

(A) pk. WRER YIKAMA HsR 93) T AHN] lx4 一 
¿Ly 代 z yA, 

(5) 代 人 和 人， 如果 引 中 的 自由 变 元 以 及 > 都 不 是 4 中 的 约束 变 
元 , 则 24x48 = Russ A. 

这 里 * 代 ,是 元 数学 的 符号 { 不 在 2 换 位 理论 中 ), 代 :4 意 
指 : 在 4 中 处 处 将 自由 出 现 的 * 代 人 由 于 在 1 换 位 理论 中 最 
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基本 的 推理 规则 要 使 用 元 数学 的 “ 代 ;,y” 来 叙述 ,因此 一 般 人 认为 
应 作 如 下 的 改进 : 

(5.1) hrxd ~— A, 

(5.2) tryd = y(y # x). 

(5.3) 4x’4B = ‘hrAlxB. 

(5.4) xhxAB = izd, 

(5.5) 'AxiyAB = 1ylzAB 《 当 * 不 在 4 中 自由 出 现 或 ? 不 
EB HAHEN). 

(5.6) 4x1y4AB 一 XxXx'14yAzB (2 zx # ARB BBS B 
在 8 中 自由 出 现时 , z 须 选 得 与 + 不同 且 不 在 8B 中 自由 出 现 ). 

(4) (AA) trd 一 4y4xAy( 当 ?不 在 4 中 出 现时 ) 

以 上 便 是 4 换 位 理论 。 

为 了 方便 ， 有 时 把 zz Ard 省 写 为 Alart aA, 
这 时 在 结构 上 可 把 (%,*"*，x。) 看 作 一 个 变 元 , 从 而 ¿(oí 
xa). 了 做 为 一 项 . 

为 了 方便 ,经 常 把 最 左 方 的 ”省略 。 在 推导 时 ， 对 于 不 能 形 
成 的 项 的 式 子 可 在 最 左 方 加 上 ”“， 凌 够 足够 的 ' 以 形成 一 项 。 例 
如 

c'a'bede X ”c'a'bcde 的 省 略 

组 合 乾 辑 实际 上 是 1 换 位 理论 的 子 理论 . 它 不 使 用 全 部 的 2 ， 
只 当 利用 % 作出 两 个 组 合子 以 后 , 便 只 使 用 组 合子 与 了 . 

AEREN F: 

基本 符号 : 《二 元 ), KK，H( 常 项 ), 变 元 表 ,xs，*……( 亦 写 为 
tyz) 

组 成 规则 ; 

(1) 六 ,五 及 变 元 为 项 . 

(2) 如 果 4,B 为 项 , 则 “48 亦 为 项 

G) 所 谓 项 仅 限 于 由 《1)，(《2) 所 得 者 . 

推理 规则 : 

(1) Habe = ac'be (RRI "Habe = ”ac'bc) 
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(2) Kab =a ( 实 即 “Kab = a) 

(3) a= BW AC = pe 

(4) 如 A 一 BR 'CA = "CB 

(5) 如 果 A, B PRAET r, B Ar = 'Bz, MJ A= s. 

以 上 便 是 牌 全 选辑 理论 。 

组 合 温 辑 可 以 说 是 换 位 理论 的 子 理论 。 到 为 也 与 玉 可 用 1 
定义 为 : H = halbic"'ac'be, K = kalba, H, K BS fE 2 换 位 理 
论 中 定义 ,而 组 成 规则 又 均 在 Hermet kG mia 4 T 
Ee., 但 反之 ,我们 又 可 以 证 明 : 

定理 1 凡 4 换 位 理论 中 的 项 均 可 在 组 全 逻辑 中 定义 、 

证 明 ” 先 证 。 如 果 公式 4 中 不 含 1。 则 4x4 电 可 在 组 ARRP 
TX. TRE 4 的 组 成 过 稳 归 钠 . 

AE (1)4 一 这 时 可 取 rA 为 ”HKK, 因 为 : ixAx = x, 
而 “HKKx = Ke'Ke = x。 两 者 相等 。 

(2) 4 == y = x) 这 时 可 取 %x4 为 ' 怀 4 因为 : 1zyz = y fú 
"Kdr =" Kys = y. 两 者 相等 。 

H ABCH, REIRRREHRAT BG 使 zx 百 一 
B,, haC = C, OA "Biz = B, 'C,r = C) DR rd 为 
"HBC. IB: 

rA = ‘ix’ BC = hxBarCs hrAr = ‘ArBrArCr 一 BC. 
M "HB Cr = “Ba Cr = "BC. MKRS. 
改 当 4 无 2 符号 对 ,定理 得 证 . 

后 丰 我 们 以 为 到 外 地 逐次 拒 lx4 变 成 给 合子 【 即 依 舍 1 符号 
的 个 数 而 月 纳 ), 最 后 必 能 将 所 有 4 换 位 理论 中 的 项 都 写 或 组 合 罗 
亏 中 的 项 ， 于 是 定理 得 证 . 

由 此 可 见 ， 实 际 上 组 合 膛 钨 也 包含 了 1 换 位 理论 。 故 两 者 实 
质 上 是 一 致 的 

BAZE DERAN (5) 实际 是 : 

Yıl Az = Bz) — + d= B, 
在 家 简单 的 组 会 过 辑 中 居然 寞 使 月 高 级 者 则 【其 中 使 用 “硬性 变 
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元 "概念 , 亦 即 铸 提 到 “4x 一 Bz 对 一 切 成立” 等 等 )， 这 是 信 
得 改进 紫 ， 已 经 汪 明 ， 只 须 列 出 四 个 组 合子 之 闻 的 等 式 便 可 推导 
出 这 条 高 级 规则 (5)， 如 果 改 用 那 四 个 等 式 作为 公理 (以 代替 规则 
(5)), 那 么 组 合 逻辑 便 是 一 个 非常 简单 的 理论 ， 对 北 , 我 们 不 作 洋 
mre. 

现在 ， 我 们 发 生 兴起 的 是 用 4 换 位 理论 ( 亦 即 组合 逻辑 ) 来 讨 
论 自然 数论 、 这 两 理论 看 起 来 是 很 霸 的 理论 ， 但 它们 却 完 全 可 以 
用 来 讨 沦 自然 数 。 

首先 ,是 自然 数 的 表示 。 

0 表 为 4(ab)4， 13836 Alay ab 

2 1(ab)a'ab, 3 表 为 ab)a'a'ab 
一 般 ,，" 表 为 A (a6)( a), 

ARRE, Aadli 记 为 元 《在 1 换 位 理论 中 ”的 表达 
式 ). 

定义 ” 数 沦 函 数 中 如 可 用 ' 及 1 而 定义 的 ( 即 表 成 1 换 位 理论 
中 竟 项 的) 叫做 可 7 定义 函数 ， 如 可 用 及 HK 而 表示 的 ( 即 衣 成 组 
合 逐 辑 中 的 项 的 ) 叫 做 组 合子 也 数 , 
由 上 所 论 ,这 两 类 函数 实际 上 是 一 致 的 。 

"HKK 记 为 1. 我 们 有 ; “ix = z, 

M(aby)'ka 记 为 T. RIIA: "Tab 一 ba, 

下 面 我 们 比较 详细 地 发 展 自然 数论 ， 

我 们 先 提 出 一 点 ， 可 定义 的 函数 集 显然 对 全 置 灶 闭 ， 试 设 
天 mw 元 ) :8 Ea tw 元 ) 分 别 由 F, Gottts G, RR MJ Hes 

… ga) RE laisan aa) (F' Giay + tda} (Gamit as)" ts 

上 Gum…-as)) RRR. QZB Gaa) ARIES 
的 个 数 以 使 Garta, 组 成 一 项 。 后 面 均 用 这 个 约定 )。 

(1) mbe =” ibe) Uh ebe = Ce, —BE 

"mAB = CAY5B. 
(2) SEXA Alabe) b'abe, RATA: Sm =m + 1, 医 为 : 
‘Sm = habe) babem = hbe b moe = Albe y bU2)”c 
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= AACE Ám T T, 
(3) al 一 了、 因为 : 
ml = MgB Na) = 2601)" = 26b = 1 
(4) 2“ar0 元 一 0。 因为 ; 
E = "mit = CN = 0. 
(5) Uen more aE le r De a = B, 
HR- = 3 立论， 我 们 月 : 
st) 
"A mlmm CD) a — m. 
试 暂 将 Mnmzsrj exe yrr 省 写 为 [zy], 38 ia ral 写 为 x， 
P in“ria 写 为 +， 我 们 有 : 
(6) (zyl = <, Dry] = y (z, > DARRO). 例如: 
[zy], = Aa layl 
= ahb Fa” pib = galba FCLLY 
= (eb) (ayb = z, 
EF S 1xf ray Snl, G [6,019 #. 
(7) ‘FG= [0, 1], CFG = [1, 2], (FFG = [2, 33, - = 
B CFytG= [LA — 1, 4] 
Pi, FG = [Ga 5G] = [0, 11 
WR. CF)iG—- [4— 1,41, 则 CF)tt'G = 'FCFYtG = 
'FlK— 1. k] 一 [k, Sk] = [k, k + 1J. RRISH E, RT Sur, 
EX DAR Le(”zF GX. 
(8) DSr=¥ 而 DO = 0, 
D$z 2 (CFG) = (CFG) = [r,r + 11, = š 
DI 29 (”0FGY, = (U F)°GY, = G, = (0, 0) = 0 
ES 十 表示 lab bsa, LARR lab bDa 
(9) +n 即 通常 的 而 + w, ma BRR ma, Pi, 
ama g iDm — UD)" — m = B. 
RIALA: min(m, n) = m (m n) Ë max(m,n)= 
m+ (n = m). XE Nz = |> z K No = 1— (1 — z), 
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根据 上 面 的 讨论 ， 可 知 如 果 一 项 不 含有 自由 变 元 ， 则 可 用 只 
ÈH, 天 的 组 合子 玫 示 ,， 暂 用 了 表示 ir", 注意 ，'EH 一 
"HIH = IN = 1, 'EK = "KHI = =el, ` 

(10) 如 果 4 设 有 户 由 变 元 ， 则 一 项 使 得 CT 一 4 而 
CE 一 工 

证 明 当 4 没 有 自由 变 元 了 时， 可 作出 一 项 4 (RE iB6 T H 
5 K) 与 它 相 等 。 用 C 表示 4y 代 cgywyawwmemA4'。 则 有 

Clot ris A = A = 4, 
"CE = Rp an sd = reug d = I 
(8 -4 中 只 育 运算, 它 对 了 的 运算 结果 只 能 是 1). 
我 们 有 两 个 组 合子 B 与 C， 满 足下 条 忻 ; 
"Babe = 'a'be, "Cxyz = 'x'zy 
它们 当然 可 定 文 为 4(zbe) a'be 及 4(abc) a'cb. 但 亦 可 用 月 ,天 
表示 为 B 一 “HKHK 及 C— "H BBHKK. 

(11) 和 任 给 两 个 没有 变 元 的 项 À, 及 Ao 永 可 作出 一 项 下 使 得 
"FO 一 X, Fi= 4, 

证 明 H (10) # C. C, EA GE |= | m CH = À, GF 
0,1). fe F — a” CBCOCE, ZEC, B> LW Te 
+, Es] (10) HRE. ARTERE). 

*F0O = 0C BC,CG,E = ('C)°BC,C,E = BCCE 
-GCE = Cl- An 
“Fl = 1CBC,C.E = (C YBCC E = CBCCE 
= BC, GE = CICE = Cl = An HI E AE 
02) 任 给 一 个 没有 变 元 的 项 FE， 永 有 一 项 工 使 得 ; 
Lx = “FxL 
证 明 里 (LD RGR G0= 而 Gl=21(óc) Fria"”blba, 
然后 取 工 为 zz7“C1Ge。 这 时 我 们 有 : 
LX = ”G1Gr =””G1Gx. 
根据 Gl 一 1(6x) Fazla” blba, TJAN: 
”G1Gx = "F ala” GLGa = “FzL (H LEX) 
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荆 满足 爱 求 ,于 是 断言 特 证 。 
(13) HAD G, 没有 变 苑 , 则 必须 有 一 项 工 使 得 
Lis za = Garr, 
Lyxa xa = Ey (Lyn: ese) tan 
证 明 由 (11) 取 0 使 得 '80 一 Lata 0G, Q1 — Alabere 
2a Y (E Da (b Dam -xe)x sia y). Hfr F= Ay Myy 【这 里 
'My= iU y) RISA F EOE L, KI EERE 
ER. I 
Loza "z, = FOLap tx, = Q'M00L z" e, 
= QUO Lr er, = O L0Gx; -ry = DEGI z, 
= (T) Grtn = Grr aa 
LSyxr eaa = FŠyLan x, = OMSY SYLz2 t, 
= QByLe z, = (E DEYL Dyr tta) ra) 
= Ey'(Lyz;: ra) * Eas 
下 满足 爱 求 ,于 是 断言 得 证 . 
(14) 如 果 所 2 :rs y) 可 用 本 -xy 定义 ,网 riti, 
… zas 6) 亦 可 定义 。 
证 明 先 选 号 使 得 
Q0 一 alabe) a0h, Ol = Aabe” a'c Sh Sbe, 
再 选 F — ¿Q 'Mr(Mx = 1— (O — x)), RE (12) 而 选取 工 ， 
我 们 有 : 


Lüyr = FOLyr = OMOLyYr = Q0Lyr 

= "Ly = ly = y, 

即 当 工 的 第 一 变 目 为 0 时 ,其 值 为 第 二 变 目 ?. 

LSryr = FSzLyr = Q'MSzLyr = QlLyr 

= L'r'Sy'Syr, 

即 当 工 茶 第 一 变 目 非 0 时 ,应 有 
L(Sz, y, r) = L(r(Sy), 5y, r). 

级 白 三 的 上 两 个 性 质 后 , 即 得 : 


Hi 和 wy Fas e) = L(r(zas t", xa 0)20， rz 如] 
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即 
Im DC 
因为 
Lila, 0),0, r(z)) 一 工 (z(x。 1), L, r(z)) 
= L(r(x, 2), 2, r) = L(r(x, 3), 3, r(x)) 
=- = L(0, #, r(z)) = z, 
当 : 25 r 的 最 小 零点 时 ,于 是 断言 得 证 。 
定理 2 ND PSS (PL TERAZ E 2 可 定义 范 数 . 
证 明 ， 由 上 可 见 本 原 番 数 可 1 定义 可) 定义 西数 又 对 登 置 
者 闲 , 对 页 始 递 月 式 封 河 , 对 求 根 算 子 封闭 。 故 所 有 可 擎 状 函 数 及 
递归 函数 者 是 1 可 定义 函数 ,也 都 是 组 合子 而 数 . 
定理 3 R 1 可 定义 函数 以 及 组 合子 油 数 都 是 归 北 函数 以 
及 可 幕 状 函数 )。 
证 明 凡 1 可 定义 函数 以 及 组 合子 函数 必 可 根据 其 组 成 过 种 
而 记录 下 来 ,时 能 记录 故 必 是 间 时 函数 亦 是 可 莫 状 函数 . 
于 是 我 们 的 下 的 价 达到 了 . 
顺便 说 一 句 , 好 些 人 在 定义 4x4B RAAR RERE 
(5.1) ~(5.5) 外 ,还 多 写 一 名 (5.6Y1r2yAB 一 Xa4x47AzB。 当 
* 在 4 中 自 当 出 现 且 Y 在 B 中 自由 出 现时 ，z 须 选 得 与 + 不 同 且 
AE B h Ë AHE. 
其 实 , 这 个 性 质 是 可 以 推导 出 来 的 ,但 它 过 于 繁 或 ,不 够 简洁 ， 
也 不 够 明白 ,因此 ,作为 定义 (或 公理 ) 是 不 合适 的 .。 人们 所 以 写 上 
它 , 实 际 上 是 希望 由 此 而 把 一 个 项 化 戌 典范 形 . (所 渭 典 范 形 是 指 
其 中 没有 形 如 ‘4x48 的 部 分 . ) 但 是 ,这 个 结果 尽 可 调 定理 而 得 田 ， 
不 必 写 成 公理 或 定义 . 况且 事实 上 己 经 证 眶 并 不 是 任何 项 均 可 化 
AREE, Plin: 


z rmarxr (E) 
便 没 有 典范 形 . 因为 ,我 们 有 ; “4x'xxN = 'NN, IEN ROG keer 
时 , 仍 得 ( 甲 ) 原 式 .、 改 知 ( 胖 ) 不 可 能 有 典范 形 ， 媳 然 如 此 , 则 当 * 
寿 妈 中 自由 贞 现 , y Z£ B ra Bl H H 3BIPT, EA 25 2714 B 为 不 能 再 
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管 化 ， 岂 不 更 直 钙 了 涯 ? (至 于 它 满足 (5.6)， 别 作为 它 的 某 一 性 
质 列 为 定理 好 了 ). 

Church 已 经 证 明 , 什么 项 有 典范 形 什么 项 则 否 ， 这 个 问题 是 
不 能 完全 判定 的 (这 是 首次 得 出 的 一 个 不 能 完全 判定 问题 )、 醋 然 
如 此 , 想 要 利用 定义 或 公理 把 4x48 形 的 于 项 完全 消除 。 当 然 是 
不 妥当 的 ， 因 此 ,我 们 不 应 把 (5.6) 写 在 组 成 规则 之 内 ， 


4 人 可 用 机 器 计算 的 函数 


所 谓 月 机 器 计算 是 捅 计算 过 程 的 机 械 性 。 在 以 前 ， 我 国 发明 
了 算 筹 与 算盘 ， 可 以 使 得 如 减 乘 疹 卫 至 开 方 等 运算 基本 上 机 械 化 
了 ,从 而 增加 了 咕 度 .但 这 些 “ 机 械 ", 究 竟 只 是 极 短 的 计算 过 程 的 
机 械 化 ,从 头 到 尾 甚 至 于 过 程 的 绝 大 部 分 痢 离 不 了 人 工 的 参与 .这 
种 机械 化 的 程度 是 极 小 的 二 次 大 战 后 出 现 的 电子 计算 机 ， 才 京 
正 实 现 了 计算 的 机 戚 化 。 只 要 依 疏 问题 作出 程序 ， 以 后 只 须 把 题 
给 的 数据 输入 村 器 ,机 器 便 粥 够 进行 运算 ,直到 问题 的 结束 ， 把 所 
需 的 结果 输出 给 人 们 , 在 计算 过 程 中 从 头 到 尾 不 需要 人 工 的 参考 . 
这 才 真 正 地 实现 了 袖 核 化 .因此 从 号 前 来 党， 所 谓 "机器 计算 * 便 
指 计算 过 程 的 机 械 化 。 亦 即 ， 当 是 设 数据 给 出 后 ， 第 一 步 应 怎 翌 
做 :第 一 步 应 所 详 做 , 遇 到 需 根据 所 得 中 间 结 果 揭 情况 而 选 译 不 后 
的 计算 过 程 时 , 也 预先 规定 好 该 依据 什么 标 谁 选择， 换言之 ,这 种 
计算 完全 是 机 梳 的 ,和 任何 人 ,不 论 脱 明 或 否 , 都 会 同样 做 作 , 都 会 得 
到 同样 结 斥 ， 这 是 人 们 长 远 以 来 启 入 求 的 目标 。 刀 今 实现 了 . 

现在 的 计算 机 ,从 诞生 以 来 ,已 经 经 历 了 四 代 ， 入 们 正在 纷纷 
计 论 第 三 代 的 计算 机 ;大望 造田 一 各 速度 更 快 使 书 更 方便 ,功能 吏 
强 的 汁 算 抽 来 ， 候 在 作 理论 的 探讨 时 尤其 是 对 能 行 竺 问题 的 探讨 
来 说 ， 却 希望 探知 功能 极 管 的 计算 机 能 够 作出 怎样 的 事情 ， 换 言 
之 ,在 探讨 能 行 性 问题 时 ,人 和信 们 要 问 : 现在 结构 那么 复杂 、 功 能 那 
么 强大 的 计算 机 在 多 大 的 程度 上 能 够 用 结构 极其 简单 ， 功 能 极其 


微 坑 的 计算 机 来 代替 ? 

引起 人 们 兴趣 的 是 ,从 历史 上 来 说 ,在 现代 大 功能 的 计算 机 出 
现 以 前 ,大 们 先 对 结构 级 其 简单 的 计算 机 作 了 充分 的 研究 ,我 们 可 
以 说 , 正 是 在 这 种 充分 研究 的 基础 上 (再 结 台 现代 的 电子 技术 ), 才 
出 现 了 现代 的 电子 省 算 机 . 

1936 年 Turing 提出 一 种 理想 的 计算 机 ,并 提出 一 个 论点 
(Turing 论点 } 说 ， 凡 通常 为 可 以 计算 的 函数 ,都 是 可 用 Turing 
计算 机 计算 的 .后 来 证 上 明了，Turing 计算 机 可 计算 的 函数 恰巧 和 
递归 函数 相同 。 他 这 个 论点 便 和 Church 论点 合 称 为 Church- 
Turing 论点 。 

原来 设计 的 以 及 后 来 大 部 分 人 科 所 修正 使 用 的 Turing 机 器 
都 是 以 处 理 等 号 为 主 的 ,在 数论 上 ,等 于 主要 是 对 自然 数 的 * 进 制 
作 处 理 而 不 是 处 理 自然 数 本 身 。 这 种 处 理 当 然 北 很 需要 ， 浊 对 递 
HRE DRAR K AE DARKANE 
渐渐 地 改 月 另 一 种 形式 的 理想 计算 珊 了 。 

在 递归 论 中 所 讨论 的 计算 机 ,与 现实 的 计算 机 有 很 大 的 不 同 ， 
碍 某 方面 作 了 极 大 的 削 轨 ， 在 另外 一 些 方面 文 作 了 极 强 的 假定 . 
因此 对 理想 计算 机 所 得 的 汗 论 示 必 能 够 完全 适用 于 现 生 的 计算 
机 ,但 可 作 参 考 汽 是 毫 无 疑义 的 ， 文 体 说 来 两 者 的 区 别 如 下 : 

现实 计算 村 苇 能 极 强 ,理想 计算 机 弄 能 极 费 (在 我 们 贡 计 算 机 
只 能 实现 丰 1 , 减 1 即 5 SDN A 

现实 计算 机 存 入 单元 数 有 士 界 } ERRA ESERE 
上 和 界 ,但 理想 计算 机 的 存 馆 单元 死 轩 好 凶 4 罕 储 内 容 也 三 以 无 界 地 
x. (KER “ZP” AE XR”, CDE AR, BY EAr] 
的 问题 时 可 以 任意 地 多 ,任意 地 大 ,而 没有 上 界 . ) 

现在 ,我 们 塌 出 下 列 的 理想 许 算 机 , 它 是 H. Schaicntenberg 在 
1963 年 提出 的 ,叫做 URM (无 界 存储 机 器 )。 

这 种 机 器 的 存 铸 单元 可 记 为 Ro R... TERES ORTI 
不 假定 无 限 多 , 那 不 是 岗 实 所 能 实现 的 )， 每 个 单元 习 以 存 一 个 启 
然 数 ,可 以 多 尝 地 大 ( 伍 意 大 ,但 却 是 有 限 数 )。 


这 机 器 有 三 条 (或 四 条 ) 指 令 : 

Ai 对 R BARW., 

Si HR 的 内 容 减 !〈《 如 原 内 容 为 0， 则 结果 仍 为 0)， 

EiC; 当 R; 内容 关 0 时 转 到 第 = 条 指令 ， 该 内 容 一 0 时 转 到 

下 条 指令 。 

另外 可 加 一 条 停机 指令 S. 有 人 不 用 停机 指令 ， 当 4;, 5; 后 没有 
别 的 指令 时 便 停 ， 或 者 Eic 中 的 c 大 于 所 有 指令 的 编号 而 又 转 到 
该 指令 时 便 停 这 样 可 使 指令 种 类 少 了 一 条 ,但 却 多 了 人 工 约定 ， 
而 讨论 停机 情况 时 须 考 虑 各 种 停机 傅 况 ， 不 如 引 和 人 停机 指令 S; 
规定 在 程序 中 每 条 指令 ( 除 $ 外 ) 均 有 后 继 指 令 , 而 且 转 移 指令 Eic 
中 的 。 也 均 在 指令 的 编号 之 内 ,因此 丛 当 执行 S 时 才 停机 :这 更 便 
于 讨论 。 要 造 这 种 程序 也 不 困难 。 只 须 在 程序 末端 添上 指令 5 
并 把 Eic 中 的 c, RAF AWIE 2 S 的 编号 的 ,一 律 改 为 该 编号 便 
RT. ` 
我 们 还 约定 程序 的 一 种 标准 形式 ， 即 该 程序 只 有 一 条 也 只 一 
一 条 5 指令 ,而 且 都 放 在 程序 之 末 , 所 有 转移 指令 Eic 的 < 都 不 超 
出 该 程序 的 编号 ， 因 此 该 程序 结束 当 且 只 当 执行 该 末端 的 S 指令 
时 。 


这 时 两 个 程序 相连 按 便 非常 简单 :例如 ， 如 想 先 执行 程序 P 
再 执行 已 , 只 须 把 P, RRS 指令 删除 、 用 该 指令 的 编号 作为 P, 
的 第 一 条 指令 的 编号 , 以 后 将 诬 客 指令 的 编号 依次 增 大 便 成 。 因 
此 ;我 们 可 以 把 每 一 个 程序 壳 作 必 条 指令 (宏观 指令 ), 凡 已 经 编 有 
某 程序 时 , 先 将 其 写成 村 浴 , 嵌 物 和 按 土 办 法 与 别 的 程序 相 接 。 便 可 
当 作 一 条 指令 而 处 理 了 。 T 

这 种 理想 计算 机 可 作 下 询 的 动作 : 

O) LiH R, 消除 为 0. 

LS 2. E;l 3.S 
有 了 工 ;我们 可 在 从 事 任何 动作 之 前 先 反 要 使 用 的 单元 消除 为 
0 亦 即 当 我 们 已 编 好 某 程序 Pt 时 ， 如 果 其 中 使 用 到 单元 zi 
hot ias 我 们 可 改 而 使 用 下 列 程 序 ; 
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Lis Los ns Lip Ph 

(各 程序 相连 接 )， 这 时 在 P. 中 可 以 认为 各 单元 Ri …，Ru 等 的 
初始 状态 为 9。 因此 在 下 面 。 我 们 者 认为: 各 工作 单元 的 初始 状 
EH 0, 故意 送 人 数据 的 单元 当然 例外 。 

O) G: 无 条 件 地 热气 ( 转 到 ) 第 < 条 指令 。 

1. A; 2. E; 
《这 不 算 一 个 程序 ,因为 一 般 说 来 , < > 2) REENEN, FHR 
们 把 跳 到 指令 < 时 ,可 先 在 前 面 加 一 条 指令 A, 然后 写 Ee 这 时 
便 会 无 条 件 执行 第 。 条 指令 了 ( 因 ; 的 内 容 当 然 拓 0D)。 RIRE 
为 了 减少 一 条 基本 指令 才 这 样 作 , 如 增加 一 条 基本 指令 Co 当然 
不 必 这 磋 周 折 了 . 

(3) Ene: W R, 内 容 0 时 转 到 第 e 指令 其 内容 一 0 对 转 到 
第 4 指令 。 

1. Ex 2. Ga 

(4) T: 将 内容 送 到 第 i 内 容 ( 初 坊 为 0)， 而 R; 消除 为 


1.5, 2 A; 3.BL 4S ， 

(5) K; 将 Ri 内 容 送 到 Rip RaR 内 容 不 变 (Ri Ra 内 
FERH 0), 我 们 经 常 把 Kua 写成 Ti RAEE). 

LS LA 3A 4Bl 5 Ti 

例 1 求 计算 + 十 y 

M 将 *, ?分 里 放 在 R., R, 内 而 结果 z + v 让 在 R 内. BD 
R, R, 一 R.. 

LEI LG 3. S, 4 A. 5..S 
RIDER gl, R 加 1 直到 RR 为 0 才 止 ，R, 的 内 容 即 所 颈 
的 和 y。 

注意, 如 想 保 留 :, v 的 值 于 R, R 内 以 便 别 的 地 方 使 用 ， 可 
338 R, Ri 内 容 扩 到 Ro Ro 然后 对 R:，R, 进行 运算 。 因 此。 在 
下 文 我 们 假定 计算 s TRAR fO... z BES R. Ro Re 一 
Ren 而 Ro Ratto Re REEM, 


este 


例 2 求 计算 š] 


解 将 * 放 在 R 内 ,而 结果 放 人 Ri. BH Ri 一 R. 

LSI 2. E4 3. G7 4.42 5 .81 6. Gl 7.S. 

首先 将 R MI, FER 是 否 为 0。 如果 是 0 则 R,(—0) 即 
是 结果 .如 果 非 09, HU Rs 加 1 而 R 两 次 减 1， 再 检查 Ru 直到 R. 
为 0 时 Rs 的 内 容 即 所 求 结果 。 

例 3 试 作 一 指令 ， 使 得 Ri 与 R, 内 容 相等 时 转 到 第 。 条 指 
令 , 而 其 内 容 不 等 时 , 转 到 第 4 条 指令 。 ` 

读者 自 做 、 

我 们 现在 证 明 ,尽管 URM 功能 极 小 ,但 它 能 够 计算 递归 函数 。 
BZ. URM 所 能 计算 的 函数 都 是 递归 函数 ， 

定理 1 任何 本 原 函 数 都 可 用 URM 计算 。 

证 明 对 零 函 数 而 言 . 

O(x) 由 而 计算 ,其 值 放 在 Ri ABR R 一 R, 

Imn 设 titt zo 分 别 存在 R,… R, R. M Ta 便 计 算 了 
Js， 而 结果 放 在 R; 内 ， 即 Ris*…*s RaR; 

5x 由 A 而 计算 ，* 51,386 R, 内 。 故 定理 得 证 。 这 是 
R> R. 

定理 2 MRAD Í S ttoo BRNE PU k = f(g.. 
ttt, Ea) Giot tts za), Í SSVë g Hmh URM 计算 JU A RS BI 
URM A, : 
证 明 设 f 与 8 由 程序 F 与 G 而 计算 。 今 给 出 计算 4 的 程 
序 互 如 下 : - : 

C) T,,+ss T; mior Ten+nte《 重 抄 自 变 元 之 值 )。 

(2) GiB Ri, Ria > Rari Rasi # z ZEN 

(3) FH Rs Ritm ~> Ri- (R, FA 218). 
故 定理 得 证 ， 

定理 3 WR (eo ez) 由 gle e) 用 原始 递归 式 而 作成 ， 


即 
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pe 0} = a 
hlu, Sz} = glr, hlu, z)) 
而 & 可 用 URM iI, RA ` 

证 明 我 们 还 可 假定 有 ”个 参数 。 履 与 都 是 mw 十 2 iR 
数 。 设 给 出 自 变 元 之 信 为 ar, da ets Ga M x 分 别 放 在 Rotts 
Ras Rans Ran W. Ran (工作 单元 ) 锐 值 为 9。 我们 将 把 的 信 
放 在 Rwts 认 。 设 z 忆 程 序 G 而 计算 。 由 下 程序 可 计算 5 定理 得 
证 。 


Fwt226 (W Ran 内 )。 
.Smtz HRR 
G IË R,, Rotes Rus Rans Ran > Raoi 
， 4m+s 【将 工作 单元 增加 l, F = 3E z+ 1). 
. GI (645182) 
6. 5 
注意 ;不 给 的 x (存在 Rm 内) 逐次 减 1, 以 便 计算 递归 次 数 。 而 用 
以 计算 g(x, Alus z)) 之 值 的 x 则 须 在 Ran 内 取 下 ,不 能 混 请 。 
定理 4 和 如果 g 可 用 URM TE, MM fetes za) = rü, 
(za etra zas E)E (z. Sas 8) 一式 pag(zs- ty Xas ENIR 
可 让 URM 计算 。 
证 明 设 8 用 程序 G 计 算 。 今 作出 计算 了 之 值 的 程序 了 如 
下 : 


vepe 


L Tins Taotzy tts Tanto (EDA RTZ), 
2. GiH Ri- Ras Ran > Rar (Ran WER 0), 
3. E, 26. 
4. A... 
5. G1 (36%). 
6. S, 
RF FE R... Ra 一 Ro. 结束 时 1 ZERE Re 内 
ETA Z48898B H M F: 


1. E,a27 《如 # = 0 则 结果 为 0)。 
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~ Gih Ri Rotte, Ry, Ren = Rane 
-Aen (Ron WEA 0, 这 时 增加 1). 
ESTA . 
了 
. C2 (转移 ) 
7. S, 
故 定 理 得 证 . 
我 们 再 直接 计算 由 一 般 递 归 式 所 定义 的 盘 数 . 
ERS WRA e) BER Hes o), gl) 用 一 般 递归 式 
定义 如 下 : 


auna G m 


"i 


Ku, 0) =u 
Au, Sx) = HSx, Ua, gSz)) 
RH f, 8 可 用 URM M, š 亦 可 用 URM 计算 。 

证 明 仍 设 1, 8 可 有 和 参 变 元 a, ga, … 8. DAT gm + 1 
元 ,而 1, 4 为 # 十 2 元 。 下面 内 给 出 主要 思想 ,读者 可 具体 仔细 作 
E. 

设 1,g 分 别 出 程序 下 ,6 而 计算 .并 设 

G; B Ro Roetes Ras Ram Rans 

F: 外 R. Rotte, Ras Ronis Ram > Ria. 

则 作出 G., F, 如下: 

G,: BRR, Ra Rana > Renal > 0) 

Fa B R.RO,- es Ras Ress Ran —> Ran, (z 2: 0) 
实际 上 ，G,，F, 仍 是 G,F 只 是 自 变 元 之 值 取 奥 Rans CAA 
BE R... 罢了 ,当然 航 易 作出 

要 计算 EIB ds 6y,-…， Aas #, x 后 , 先 检验 Rara (E) z) 是 
否 为 4, 如 是 , 则 取 R... (BD a) 作为 结果 。 如 不 是 , 则 依次 作 G; 并 
检查 G, H, RIE: 

Gos Ge 直到 G, 的 值 为 中 
再 作 F, Fiott Faos Pus Fo WAS 
这 时 4 的 值 放 在 R. 中 。 读 者 可 详细 做 出 。 
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有 了 上 述 结果 之 后 ,根据 每 一 递归 函数 的 组 成 过 程 , 不 难 归纳 
证 朋 下 述 定理 . 
定理 6 每 一 个 递归 函数 都 可 以 用 URM 而 计算 。 
我 们 还 将 证 明 其 逆 定 理 , 即 
定理 7 有 凡 可 以 用 URM 计算 的 函数 是 递 娄 函数 。 
我 们 区 每 一 指令 给 一 个 编码 如 下 : 
4 ABA (1, i, 0) 
S RBA 《2, i, 0) 
Ee 编码 为 (3, i, 0) 
S 编码 为 (0,0,0》 
因此 ,从 一 强 令 的 编码 即 可 知 该 指令 的 内 容 ， 
我 们 蕉 程序 的 编码 为 :” 设 程序 依次 由 编码 为 a t-tip da 
GE "条 指令 ) 组 成 , 刘 该 程序 的 编码 为 
sq(m, as Aasta as). 
对 每 个 具体 的 程序 而 言 ,其 编码 是 一 个 具体 数字 。 
URM 6948455 JE 
sq(n, eb am +-+ as) 
AAIE a. as... a, EAD 5 PERATA, 而 R, 
以 后 存储 内 容 均 为 0 (> 是 表示 Rs 以 后 存储 均 空 )。 这 也 是 一 个 
数字 . 
E URM 计算 时 ,每 一 步 可 用 下 而 的 特征 数 ， 
pg(CP, q) 
HIRI: ”是 当时 的 机 器 状态 ,和 q 是 刚 要 执行 (尚未 执行 ) 的 指令 在 
程序 只 的 标号 . 
有 了 这 些 淮 备 以 后, 我们 可 以 证 明 上 述 定理 ， 
设 用 URM 来 计算 一 个 =” 元 函数 si-s r) MERR 
号 为 MK 已 并 )。 今 用 AG) 表示 计算 第 * PEREK 
因为 我 们 是 从 将 retes xn 存 人 Rotte R, 而 开始 的 , 故 得 
第 0 步 特征 数 为 
ACO) = pgÜsq(n, za zs) 1) 
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EREA: 前 = DE m-es zw 刚 要 执行 第 一 条 指令 )， 

设 (2) 已 经 得 到 , 则 第 z 步 时 机 器 状态 为 

KAG) 一 sq(m, Bis 5) 

WERTERA LA 一 c。 我 们 可 很 据 tm(e，M ) ANE 
EASD 如下、 

如 果 mle, M) HAT Ar， 又 如 机 器 状态 不 足 i 项 ,可 先 补 
充 0 使 得 至 少 为 上 项 。 然后 第 i 项 须 增加 1 〈 即 R D1). 这 

5; 
个 改变 可 我 为 ) 
sq(š, Bretts Basses bat O G E ; 项 ) 

Wim, WATA b RA bi + 1 Bj. ELAR ¿ + L. 


如 果 mle M) 对 应 于 各 Daa R a|). 
HERH etl i 
如 果 mle, M) 对 应 于 Bs MURRER, ENUF 
358; MRLERERS ; T OSA Cd, M), 5 9 AE 
22 tm(e + L, M). 
如 果 Ce, M) 对 应 于 。 WAGO BB, BAHO, 
总 综 起 来 如 下 表 : 


RGS) = pg (ee 人 (小 LACD + 1) 
当 (iG), M) = (L i 0) 时 ， 
= (moht) LAG) + 1) 


当 tm(LA(2), M) = G, š, 0) PJ, 
= pgl KAG), d) 

Ë tm LAD, M) = G3, 1, dy 

而 mÇ, KAO) > 0 B$, 
= pgi Kle), LLG) + D 

当 (LHD, M) = (3, i, dy 

而 mli, KRO) = 0 Ë$, 
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= pel KA, LEO) 
当 im(LAD, M) = (6, 0.0》 时 。 
(wm (ŻE i DNR 1, ta KAO 不 中 之 项 , NBA 0 Ë 
Rim) 
TR, O 是 一 个 原始 递归 函数 。 
A= iLa) 是 找寻 使 得 指令 为 的 那 一 步 ; 如 果 存 在 。 则 
+ 有 定义 ,否则 无 害 义 (机 器 永 不 停 于)、 
于 是 flen me-t z.) = tm(s + 1,KAC)Y 
即 在 机 器 停止 时 ,机 嚣 中 R,.. 所 存 销 的 内 容 . 
因为 如 是 市 用 求 根 算 子 求 得 ， 可 见 整个 说 来 ，f 是 可 擎 状 
函数 亦 即 递归 医 数 。 寺 是 定理 得 证 。 
上 面 说 过 ,每 一 递归 生成 的 函数 集 都 有 一 个 通用 函数 ( 枚 举 林 
Beo 使 得 函数 中 每 一 个 = TER 都 有 一 数 1, 使 得 
Hasses Za) 一 (fx 
同样 ,每 一 个 递归 生成 的 函数 类 也 有 一 个 通用 程序 ?来 计算 它们 ， 
使 每 ,函数 集中 每 一 个 # 元 函数 f， 都 有 一 数 !， 使 得 从 es 
* 出 发 便 可 以 计算 每 enet z) 之 值 ， 亦 即 
天 rn 一 PC, rs Lade 
这 个 卫 并 不 难 找 。 兵 训 求 出 上 面 通 用 函数 # 的 计算 程序 便 成 了 . 
但 是 夺 寺 可 用 URM 而 计算 的 函数 集 来 党, 我 们 却 可 以 直接 
构成 通用 程序 P 而 无 需 涝 助 于 上 面 所 说 的 通用 函数 。 杭 成 标准 程 
序 的 办 法 很 薪 单 ,我 们 兵 给 出 主要 的 思想 癸 成 。 
我 们 仍 拒 Ai So Ese, S 编码 为 (1, i 0), 《2, i0), (3,5,6), 
(0, 0, 0》。 并 且 认 为 URM 有 角力 把 《1, i 0) 等 (这些 是 数 ) 改 
写成 指令 A, 等 (这 些 仍然 是 数 ,至 少 就 下 前 电子 计算 机 而 言 ,所 有 
指令 均 表 汐 一 个 数 》 并 招 A 等 存储 到 应 该 突 储 举 令 的 适当 地 方 ， 
以 便 URM 加 以 执行 。 这 个 动作 我 们 碍 作 : “ERARA 4.” 等 
等 。 
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我 们 仍 照 二 面 办 法 把 URM 的 程序 编码 为 sq(m, as eg 
4m)， 其 中 心 是 背 令 的 条 数 ; a. ew 是 各 沸 令 的 编码 .编码 汉 
对 的 程序 下 文 即 篇 称 程序 M， 

现在 ， 便 作 一 个 通用 程序 P，、 使 得 凡 用 程序 M 而 计算 多 函数 
其 zx -…，xr)， 均 可 用 通用 程序 在 M，z，、-，zrr 处 计算 。 约 
定 上 日 程序 萄 单元 从 Ri 计算 起 ,从 不 使 用 R. 在 新 程序 中 ,我 们 添 
人 Ro 这 在 一 切 R, 之 左 。 

设想 输入 M, zo. z. (Æ Ro, R,,-.…, RR 处)。 我 位 固定 
一 个 单元 。 当 硅 原 程序 计算 中 须 执行 第 < 条 指令 时 它 便 在 健 数 <。 
这 童 元 暂 定 为 Ri。 在 开始 时 REL 另 有 了 两 个 单元 R. Rer 
Rn 的 指令 为 " 转 到 71”《 即 转 到 了 的 第 1 条 指令 )， 

程序 P 如 下 ; 

11， 取 岂 Rs 的 存储 , 命 其 内 容 为 。。 取 R 之 值 M, 求 im(c， 
M). 

2. 当 tm(c, M) = (1, š, 0) 时 ,作成 并 存 人 A: 于 Ro R, 内 
容 增 1: 转 到 Re( 即 执行 4， 下 一 指令 Ro 为 续 到 112. 

3. š tmle, M) 一 人 2, i 0) 时 ,作成 并 存 人 5; 于 R,,Rs 内 容 
增 1, RR R, (IRIT S 下 一 指令 R, 又 转 到 H). 

4.34 mle, M) = (3, i, c) WIE Ro Rn R; 内容 6, 将 
RAFA c 转 到 11。 和 如 Ri 内 容 一 0, 将 R, 内 增 1, 转 到 17. 

5. 当 mle, M) = (0, 0, 0) 时, 停机. 

如 果 原 来 结果 放 在 RR,+4 内 , 则 新 程序 的 结果 仍 旅 在 Rt 内 

因此 :通用 程序 复 作 出 . 

机 器 计算 与 人 的 计算 本 质 上 是 一 样 的 。 只 是 机 器 计算 内 机 械 
性 ， 每 一 步 都 作 了 严格 规定 。 这 种 确定 几 却 是 以 前 所 讨论 的 各 种 
算 子 部 不 其 各 的， 以 前 , 当 我 们 讨论 县 置 以 及 各 种 算 子 时 ,即使 我 
们 规定 了 "-- 步 * 是 什么 ,例如 ; FARAR P EERE, 
但 前 后 步 之 馈 仍 不 是 必然 和 的。 同样 的 函数 的 计算 ,很 难说 ,第 一 步 
怎样 做 ,第 二 步 怎 样 做 ， 如 果 我 们 想 系统 地 加 以 规定 ,使 得 计算 程 
高 只 一 化 , 那 便 等 子 作出 了 算法 ,作出 了 一 个 机 器 了 . 但 是 ， 在 今 
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后 的 讨论 中 , 我 们 经 常 时 求 计算 过 程 的 唯一 性 ， 经 常 说 “第 = 步 如 
何如 何 ”, 当 我 们 需要 这 样 作 时 ， 我 们 便 考 虑 计算 该 函数 的 URM, 
当 用 它 计 算 该 函数 时 ,第 = 步 是 什么 。 这 是 用 URM 计算 的 一 个 
大 用 处 。 

士 面 所 讨论 的 是 一 意 的 计算 机 , 即 执行 了 一 步 以 后 ,下 一 步 便 
一 意 地 确定 了 . 此 外 还 有 多 意 的 或 不 确定 的 计算 机 ， 在 它 的 计算 
程序 中 ,执行 了 一 步 以 后 ， 下 一 步 可 以 有 两 个 或 多 个 选择 (都 应 在 
程序 内 预先 规定 好 ), 而 选择 的 标准 完全 是 随机 的 ， 不 应 有 人 的 训 
志 参 与 .因此 ,虽然 计算 结果 本 有 多 值 ,但 并 非 由 人 的 蛮 志 来 挑选 
的 . 这 种 不 确定 程序 〈 不 确定 计算 机 ) 对 于 形式 语言 (与 文法 相 比 
较 ) 的 研究 ,有 很 大 的 用 处 ,但 目前 我 们 不 准备 深入 讨论 . 

现在 我 们 想 讨论 的 是 如 何 用 机 器 来 计算 “ 递 妇 于 f 的 函数 "以 
及 用 机 器 来 计算 算 子 - 

从 机 器 方面 着 眼 ， 要 想 用 机 器 来 实现 递归 于 忒 e) 的 函数 ， 亦 
即 用 机 器 来 计算 一 个 递归 于 忒 e) 的 函数 el) 的 值 ， 可 以 设想 具 
AEREN EIL CHARRA Oracle， 又 可 详 为 外 息 库 或 
外 息 源 , 即 外 部 信息 库 )。 这 种 计算 机 除 具有 计算 浮 数 时 的 原 有 指 
令 外 ,还 有 一 种 新 指令 ;所 /( 站 一 一 以 第 i 单元 的 内 容 r 为 变 目 ， 
计算 f(r )。 当 执行 这 条 指令 时 , 机 器 便 把 第 i 单 苑 的 内 容 从 * 改 
成 忒 r)， 由 于 了 未 必 是 递归 全 函数 ， 我 们 不 假定 " 谐 洽 "是 用 另外 
一 架 机 器 计算 而 得 的 ( 那 便 限 定 f 必 是 递归 全 函数 了 )， 我 们 只 假 
定 , 当 执行 刃 (Gi) 时 , 谐 论 马上 能 够 把 第 ;单元 的 内 容 从 > 改 成 
天 +r)。 诸 渝 从 何 而 能 够 这 样 做 ,我 们 不 加 追究 。 Turing HERA 
做 Oracle, (RFPS), 也 是 强调 不 是 由 机 器 每 出 (从 而 只 好 说 
是 由 “上 帝 " 给 出 的 ) 的 意思 . 

这 里 候 定 f 是 全 函数 ， 谐 论 能 够 马上 把 第 ; 单元 的 内 容 从 > 
改 成 fC). 如 果 f 是 偏 函 数 ,而 r) 无 定义 , 则 当 第 i 单元 内 容 
25 r, 而 又 须 执行 Wi( 站 时 , 便 不 能 这 样 做 了 .为 了 与 偏 函 数 情况 
相 一 致 ,我 们 改 而 约定 如 下 . 

谐 论 不 是 把 第 ¿ 单元 的 * 改 为 用 +), 而 是 每 当 执行 水 !CD7 时 ， 
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源源 不 断 地 给 出 对 偶 (a 共 s)》， 机 器 源源 不 断 地 答 查 这 些 对 假 ， 
当 机 器 窒 查 日 有 一 个 对 偶 为 《r, f(r)》 时 (rs 为 第 i 单元 的 内 容 )， 
ER Kr) 28. 

我 们 不 屋 定 诺 论 按 «的 大 小 次 序 而 给 出 对 偶 ， 从 而 当 《r， 
入 7)》 永 不 出 现时 ,机 器 只 好 永远 检查 {如 按 大 小 给 出 , 则 机 器 至 多 
检查 7 次 , 便 会 检查 到 是 否 月 《r。 忒 r)》)。 目 前 我 们 讨论 全 函数 ， 
故 迟 早 论 论 必 会 给 出 《r, 式 r)》 的 ;这样 ,也 就 与 谐 论 殷 “+ 改变 成 
K 一样 了 。 

同样 也 可 用 机 器 万 计算 算 子 ， ee 只 须 作出 计算 ， a Kes 
et) 的 程序 ， 程 序 允 许 使 用 指令 WG) (aE: aaa 
BATS VERT. u AANA WK T th sbui kayyt W 895: b: 
的 算 子 。 


S 48. SJ (8 A S 


ETRE EENI, HELRAEESHANE, A 
函数 ,依照 原来 的 定义 而 说 ,是 没有 意义 的 ,是 没有 值 的 ,我 们 世 补 
充 定义 ,指定 一 数 作为 其 值 。 最 显著 的 是 ,我 们 产 定 : 

0 =I, [z0]=0 及 rs(z,0)= z, 0: = 1. 

RITA AUE, BR ERRANATR IEN BAR 
很 多 不 便 ,最 未 便 的 是 。 它 可 能 破坏 了 豆 计算 性 。 这 和 现 泉 经 迪 电 
BUEN ET. 

例 并 ,对 便 状 算 子 而 言 ， 

mufle, e) 元 意义 , 当 没有 ?或 多 于 一 个 > ER Ka, y) 一 0 

RJ; 

rf e) 无 意义 , 当 没有 ? EB KC, y) 一 0 时 ， 
x 

stpj(e)》 EELU H FU) 在 y 一 “处 不 归宿 于 时 

很 钥 这 些 算 子 的 诛 来 意义 ， 我 们 应 该 认为 ， 当 上 述 情况 出现 
时 ,用 柜 应 算 子 而 计算 的 结果 是 没有 意义 的 ,没有 值 的 。 从 而 所 入 
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的 函数 在 相应 的 主 当 处 应 该 是 没有 信 的 . 

如 果 我 们 强调 函数 处 处 有 定义 并 用 临时 约定 来 规定 其 值 , 
例如 , ME: 

当 上 述 情况 出 现时 ,所 得 函数 在 相应 主 目 处 的 信 为 0. 
WR, 补 全 以 后 所 得 的 函数 便 不 是 可 计算 的 。 两 为 ,“ 有 y 使 天 x， 
y) = 0” 这 件 事 ,一 般 说 来 是 很 难 证 明 的 ,通常 只 能 逐个 计算 : 

Fles 0), Hrs 1)..... 

在 计算 过 程 中 , 当 出 现 某 个 了 信 为 0 PF, SRTR rti f(z, e)3 
如 果 算 来 算 去 ,各 了 信 老 是 非 0, 我 们 便 无 法 决定 上 fle, e) 之 值 
了 。 到 底 是 继续 计算 (z, y) 以 找 出 了 的 零点 呢 ? 还 是 宣布 1 没 
有 零 值 从 而 依 约定 认为 而 天 x,c) = 0 992 无 论 哪 种 做 法 ， 都 是 
没有 根据 的 ， 亦 即 这 时 ri f(x, e) 是 不 可 计算 的 。 

总 之 ,用 约定 办 法 而 对 某 些 算 子 的 结果 规定 共 值 时 ,一 般 往往 
来 失 了 可 计算 性， 递归 函数 论 前 一 个 主要 内 容 ， 便 是 研究 可 计算 
性 。 立 失 可 计算 性 当然 是 一 个 重大 损失 、 可 见 , 要 保持 可 计算 性 ， 
应 该 容许 一 函数 在 某 些 主 目 处 没有 值 ( 没 有 定义 )。 这 样 。 便 引出 
偏 函 数 的 概念 

定义 ”如果 Hlas anert, w.) 的 定义 域 DiX .… X D, 为 
N XN XxX .… X NETR frir z.) 叫做 可 偏 函 数 ， 如 
为 真子 集 则 fasto z.) 叫做 偏 函数 . 

今后 , 可 偏 函 数 省 称 为 函数 。 如 需 强 调 , 则 以 前 所 讨论 的 函数 
〔 其 定义 域 为 整个 月 然 数 集 的 ) 特 叫做 全 示 数 . 因此， 今后 凡 省 称 
“函数 ”时 ,都 是 可 售 的 。 如 不 可 偏 应 叫做 全 函数 . 

为 方便 起 见 。 通常 又 引 人 记 号 “上 ”。 如 Kro -ts z.) 在 
Gister rp) 处 无 定义 , 则 写 为 : 

IG... 8) = LES iett 26) 无 定义 " 同 ), 亦 写 为 
Hebets ra) ta MItt a) 有 定义 则 写 Hiero) Y. 

AMAP PRE RRR UR RER”, A ERRAR 
是 偏 函 数 之 -~ 种 ,这 是 不 大 妥当 的 ,容易 引起 读者 的 误会 。 因 为 偏 
则 不 全 ,全 则 不 偏 ,用 “ 偏 函 数 ” 来 包括 “全 函数 是 不 妥当 的 .现在 
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引 人 可 念 函数 ,由 它 兼 包括 全 函数 与 偏 函 数 ,这 是 更 适当 的 。 

引 人 可 偏 函数 以 后 ,虽然 保持 了 函数 的 可 计算 性 ,但 是 函数 的 
运算 却 复 杂 得 多 ,我 们 必须 加 以 注意 ,否则 容易 导致 错误 . 

最 大 的 问题 是 : 我 们 在 逐 辑 中 、 在 数学 中 所 使 用 的 变 元 是 有 
一 定 变 域 的 ,在 目前 的 递归 论 中 ， 是 以 自然 数 集 为 变 域 ( 所 谓 数 变 
T) 如果 fC#) 没有 定义 , 那 末 这 些 变 元 便 不 能 以 OREA. A 
如 ,尽管 有 rx = 0, BARMA G0 一 0; 尽管 有 xz = z, 
但 却 不 能 有 IK) = O. 

读者 也 许 认为 这 种 限制 太 过 份 了 ， 会 引起 太 大 的 不 方便 。 其 
实 , 如 果 不 扩大 变 元 的 变 域 ， 这 种 限制 是 必要 的 。 例 如 ,由 * 一 “ 
可 得 : ae(z 一 <)， 如 果 容 许 f(D 一 fe) 这 个 式 子 (无 定义 的 
O) 我 们 将 由 f(z) 一 IG) 而 得 OOS c), 而 后 者 意思 是 
W OAE, 25 1O 无 值 的 说 法 恰巧 矛盾 。 这 时 便 肯 定 了 任 
何 函 数 都 是 全 函数 ,根本 无 法 讨论 吉 偏 函数 了 .由 此 可 见 , 要 讨论 
可 售 函 数 ( 如 果 不 扩 大 变 元 的 变 域 )， 对 逻辑 规则 与 数学 上 的 规则 
施加 限制 是 必要 的 ， 既 加 限制 ,其 不 方便 就 难以 避免 。 

正 因为 如 此 ,我 们 才 迟 迟 不 引 人 可 偏 函数 ,始终 以 讨论 全 函数 
为 主 ， 现 在 全 函数 已 基本 讨论 完 , 应 该 讨论 下 伪 函数 了 . 

首先 “上 * 只 是 一 个 记号 ,不 是 良 然 数 ， 而 递归 函数 f 的 定义 
域 都 是 自然 数 集 的 子 集 , 因 此 , 凡 了 的 主 目 处 填 以 上 时 ， 了 必然 无 
定义 。 

例如 , 设 f 为 三 元 函数 , 则 

J, L,2), KL, l, L), KL, L, 1) 

等 等 都 必然 无 定义 , 亦 即 必定 Kl, L, 2)— L. 

对 县 置 而 言 ,例如 , 设 

Alais z) = fr, xa)s Baltis xa), Bz 3)), 

村 使 在 基 主 月 (a, 2) 处 4 有 定义 ,必须 满足 下 列 两 个 条 件 : 

(1) gle b), gla, b), gla, b) 均 有 定义 ， 只 要 其 中 有 一 
DEEN, Ala, b) 便 无 定义 。 

Q) 4 go go o AEX, f (as b) 一 cs Bla, $) = cp 
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Bta, b) = c 时 ,必须 Fco es c) 有 定义 ,如 果 它 无 定义 ，h(a， 
5) 仍然 无 定义 。 

当 这 两 个 条 件 痢 满足 时 ,h(a,5) 才 有 定义 ,其 值 便 是 ers en 
e) 的 值 . 

这 样 的 理论 看 起 来 很 简单 而 且 很 合理 ,似乎 没有 人 会 违反 它 . 
但 事实 上 ,人 们 往往 在 不 知 不 觉 中 违反 了 它 . 

设 Alaras xa) 一 Ct z) Balts 区) 而 (0, 0) = 0, (0, 
0)= 1, 问 (0,0)=? 

照 上 面 所 说 ， 由 于 第 一 条 件 不 满足 (&(0, 0) 无 定义 )， 应 该 
是 40, 0) 一 1, 但 人 们 往往 得 出 : 

A(0,0) 一 8 人 00) - gC0, 0) — 0. 8(0, 0) = 0. 

这 便 错 误 了 . 

再 设 从 ms z) = gles z) — gx z), Tü g(0,0)=—= J, 
Ís] 0, 0) =? 

照 上 面 所 说 ,由 于 g(0, 0) 无 定义 , 当然 是 多 0, 0) 一 L. 但 
如 果 我 们 先 很 据 4 一 a 一 0 得 出 : 

Bx, x) = gx za) = glr z) 0 

从 而 ACO, 0) 一 0, 这 当然 是 错误 的 。 问 题 是 ，4 a 一 0 是 对 数 
变 元 z 而 言 的 , 对 a 应 该 只 代 人 数 (自然 数 )， 如 果 gas z) 有 定 
Xs Melo z) 是 自然 数 ， 当 然 可 作 代 人 而 得 gO z) — g(zo 
z) = 0. 但 当 g(x, zi) 为 可 偏 昂 数 ,从 而 可 能 无 定义 时 ， 我 们 不 
BERA®: gas n) 二 g(x z) = 0。 因 为 ,有 可 能 z(a, 
m) 不 是 数 ,不 能 代入 变 元 4 处 。 

如 果 读 者 对 此 不 同意 ,认为 应 该 无 条 件 地 得 到 g(x) — g(x) 一 
0 以 及 0. g(x) 一 0， 那 末 我 们 机 提请 读者 注意 ， 可 偏 函数 的 引 
入 ,使 得 人们 认为 可 以 出 现 : 

I) S FEl jz) NIE) 

而 不 致 发 生 儿 盾 ( 见 下 面 的 讨论 ), 因 为 当 f(x) 一 | 时 ,上 两 式 两 
WASAL AE EIB. 如 果 容 许 人 们 不 考虑 无 定义 的 情形 , 任 
何 时 候 均 可 按照 数 变 元 进行 ,于 是 由 
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a=a+1 而 变 成 0 一 1， 
由 Ne = Na 而 变 成 0 一 1 QH a = 0 R ¿ = 0 38 8 x 48 58 
果 )，, 那 便 根 本 没有 考虑 可 偏 函 数 的 特点 。 因 此 ,我 们 必须 注意 ,对 


数 变 元 成 立 的 式 子 对 可 偏 函 数 未 必 成 立 。 
闻 冬 ,分别 情 形 定义 : 
g(x) 34 Ale) 为 0 时 ; 
O-O en 


也 不 能 写成 : 

HE) = zg(z)NA(S) + ENNA), 
因为 当 AG) 无 定义 时 ， 依 上 商 的 定义 应 有 f(x) 一 Kx7， 但 依 后 
面 的 式 子 却 有 f(x) 一 L. 

对 一 般 谓词 P 而 言 ,同样 ,即使 它 是 全 谓词 ,也 只 当 f(x), g(x) 
RAEN, PUG), g(x)) TAEL, DAR. L e 有 一 无 意义 
时 , POU, z) 亦 无 意义 。 

这 里 ， 有 必要 讨论 “f(x) = g(x)” 的 合意 .。“ 一 ”是 谓词 之 
一 . 依 上 而 的 讨论 ,对 一 般 的 数论 谓词 PCx, y) 而 言 , 当 (z, y) 为 
自然 数 偶 数 时 ，P(x, y) 可 为 真 为 假 , 亦 可 没有 定义 , 但 当 x, y 有 
一 非 自 然 数 时 。P(x, y) 必 无 定义 。 因此 ， 如 把 “一 ”看 作 数论 谓 
词 , 则 应 有 : 

1(x) 一 gG) 成 立 , 当 x), g(x) 均 有 定义 且 其 值 相等 时 . 

为 假 , 当 fx), g(x) 均 有 定义 但 其 值 不 等 时 . 
EEX, 当 Hx)，g(x) 至 少 有 一 无 定义 时 ， 

如 照 这 样 理解 , 那 末 “f(x) 一 g(x)” 恰 当 第 一 情形 成 立时 成 
立 , 其 他 精 形 均 不 成 立 。 这 是 作为 数论 谓词 的 相等 性 ， 

如 果 把 "一 ”理解 为 逻辑 亩 词 ,其 定义 域 不 限于 自然 数 ,还 包括 
《 当 讨 论 可 偏 函 数 时 ) 函 数 无 定义 的 情形 ， 即 还 包括 上 。 而且 我 们 
还 可 约定 : 所 有 无 定义 情况 均 相 同 , 那 末 便 有 : 

JG) 一 gx) REH Ae), g(x) 均 有 定义 上 且 其 值 相等 时 ,成 

33 JG), g(a) 均 为 上 时 。 
不 成 立 , 当 f(x), g(x) 均 有 定义 但 其 值 不 等 时 ， 
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或 当 ftx), g) 一 个 有 定义 一 个 无 定 文 时 。 
这 是 作为 加 缉 谓词 妊 解 的 相等 性 ,通常 叫做 强 由 特 . 
事实 证 明 ， 作 六 样 理解 对 我 们 的 讨论 更 为 方便 ， 订 以 一 般 都 
作 这 样 理 狂 ， 但 计 论 可 篇 函 数 而 沼 A), z(u) 无 意义 时 ， 不 认为 
fz) = gG) 无 意义 而 认为 成 立 ( 联 得 砍 值 )， 总 有 些 “ 不 妥当 ”的 
味道 , 医 此 ,一 般 不 写作 "f(z) — g(x)”。 而 写 千 “f(x) = gx)”. 
我 们 也 采用 这 个 记号 ,因而 有 : 
定义 f) = g(x)【 强 相等 ) 指 ， flx)， g(x) 同时 有 定义 且 
其 值 相等 ,或 fC), g(x) 同时 无 定义 。 
另外 ,还 有 一 种 情形 如 下 : 
fx) = 2(x) RAM, a gG) 至 少 有 一 无 定义 ， 如 两 者 
均 有 定义 则 其 值 相等 . 
不 成 立 指 : JG), g(x) 均 有 定义 但 其 值 不 相 
s. 
这 是 能 相等 ,通常 记 为 “1(x) = z(a)". 但 我 们 认为 这 与 淄 辑 上 、 
数学 上 的 “相等 * 祖 距 太 远 , 特 改 用 符号 "Kx 一 &(z) ”表示 。 
弱 相 等 的 用 处 较 少 ， 
如 内 对 每 个 函数 fO, za) MIAIRE Flas zao 
”)， 那 末 上 面 的 现象 极 好 理解 . 
天 ;xo) 有 定义 恰当 Flat zo z) 只 对 一 个 “成 
立即 F (z... xz. x) 对 zx 满足 唯一 存在 性 条 件 . 
ÍO za) 无 定义 恰当 Flety sa z) 对 多 个 = 成立 ， 
RERA eE FOs Sn z) 成 立 。 
下 面 假 定 凡 对 应 于 涟 数 的 调 词 都 是 满足 唯一 性 条 件 的 。《 不 
再 明 乌 写 出 . ) 
Heasta Emis t ts Fa) (EDET Fe 
Bey IEL Gilan es x JA A Galti t 
下 Ce -cm z). 
设 了 为 数 沦 涪 洒 , 则 Plist ts a)ri ito ta) B: 
Ber O 3ea(G(xu to Fas AÅ et A Gultas Za Cm)h 


b Eas eco] Å 
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Pler -sen). 
如 把 "一 "看 作 数 论 谓词 , 则 
fans z.) = Beist tts z.) 
为 
IAAF ee aa aA Glest tas aJ A ci = ea)s 
也 可 写成 
ae(F(zb sos PJA Gms es es oe)). 
如 把 “一 "看 作 水 辑 请 词 , 即 : 
fms za) > gms za) 


可 写成 
Ve[(F(z 5 ns mG res £n 6)). 
而 
站 na) = glais tts z,)) 
可 写成 : 


Weal F {rtty £as a) NHla, e))—> 

Bel Glaris is Ens AJA LC, e))). 
8381236031 F 3838, M: 

Kleist tts 2a)) = elastis 2a) 
可 写成 : 

ae3e:3e de F Cr es zs A AGCms ray AJA Hle ea) 

ALler ea) > "Icidesde (Fr t, dns a) A G(ais t s, tas ra) 
六 五 (ceb e)A Llen e). 

此 外 的 谓词 都 作 数 论 谓词 而 理解 。 

当 将 算 子 作用 于 部 分 函数 时 我 们 作 下 列 理解 . 设 求 o Ke), 
依照 < 的 要 求 而 计算 a (e) 时 ,必须 使 用 一 些 # ië, 如 时 这 些 f 
入 全 有 定义 ， 则 2 FORES f ARAR AAGE 了 看 作 
全 函数 ). 如 果 至 少 有 一 个 所 需 使 用 的 了 值 无 定义 ， 则 规定 a (e) 
无 定义 。 : 
Rk Bak o 作用 于 全 函数 Ka) 时 全 有 定义 ， 则 当 a A 
于 可 篇 函数 I) 时 ,如 所 用 的 各 了 值 全 有 定义 。 RJ a LOPS ES 
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义 { 与 eO 为 全 函数 守 租 同 )、 反之， 如 所 用 的 信和 夺 一 无 定义 ， 
则 .9 fte) 亦 无 定义 . 

特别 须要 讨论 的 是 ， MREP ei 《及 相应 的 求 送 算 子 iny)» 
归宿 步 数 算 子 sp (及 相应 的 递归 式 "eeg, 等 等 ). 

上 面 由 于 天 讨论 可 偏 函 数 ， EETAS F MEELA 
BARER, MIRER F ri 人 e) ER Yeal e) = 
OGR RERERAT), aÍ sp (e) WER Ve3e[f(a)= 
0), BRAO MAET o 的 圈 数 。 由 于 有 这 些 限制 , 便 使 得 对 
BAF ni 及 stp 只 能 有 条 件 地 运用 ,很 不 方 晨 ( 由 于 所 要 求 的 条 件 
能 省 满足 ,是 极 难 验证 的 )， 通 常 引入 可 偏 函 数 的 目的 ,正在 于 :有 
了 可 偏 医 数 后 ,我 们 将 无 条 件 地 使 用 蕴 状 算 子 及 归宿 步 数 算 子 ( 北 
昨 算 子 , 求 逆 算 子 等 等 )， 当 1 (z, RG) 为 可 偏 函 数 时 , ü (z, 
e) 有 定义 恰 涯 有 ww 使 得 fx, n)=0 H fr, 0), Krs 1),……, f(x， 
e — 1) 淘 有 定义 且 其 信 均 非 0。 这 时 rú Fx, e) 一 《如 Hx， 
0) = 0, MEBI rti (z, e) 一 0)。 基 此, 例如 ,如果 六 x, 0O 
定义 , 那 未 即使 Kr, 1) 一 0 也 不 能 得 ri f(z, e) 一 1. 

EPIO 有 定义 恰当 有 "使 "0) 0 R y, G)... PO) 
SEELA oH, 这 时 ap ()=m. (如 ?一 0: ME spf(e)= 
t, BRE /(0) EEEH, ) 

照 这 样 的 定义 , 凡 能 行 算 子 与 半 能 行 算 子 ,即使 作用 于 可 偏 函 
数 ,但 所 得 到 的 新 函数 ， 在 它 有 定义 的 好 方 都 是 可 以 计算 的 (在 有 
MERANIE). BRER, 例如 ,就 rti (x, e) 而 言 ， 如 果 我 们 只 
要 求 ， 当 + < rüf(z, e) it, Ka, 7) 的 值 或 者 非 0， 或 者 无 定义 。 
这 时 即使 rt 此 x,e) 有 定义 ,也 未 必 可 以 计算 ， 有 泽 书 因此 便 只 多 
许 呈 ( 以 及 各 型 算 于 ) 作 用 于 全 函数 ， 不 允许 作用 于 可 乱 函 数 ,这 
未 免 限制 太 严 了 ， 

上 面 曾 讨论 过 , 用 方程 组 定义 递归 于 4A, A HR H 
方程 组 定义 全 于。 ap (EHE He) BED g(x))， 用 机 器 计 算 可 计 
ETA, …。 A, 前 函数 ， 用 机 器 计算 算 子 等 等 。 那 性 虽然 是 襄 全 
函数 立 沦 的 。 但 几乎 一 字 不 易 地 可 适用 于 仿 肖 数 ， 只 须 如 下 开 解 
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ERT: 当 4 的 但 或 所 改造 的 e) 的 人 (计算 时 需 用 到 的 ) 有 一 


个 木 疮 在 时 , 便 认为 所 求 的 值 不 存在 ， 


引入 可 偏 台 数 ， 则 (一 般 ) 递 妇 式 便 无 需要 求 其 中 能 z 为 所 宿 
T 0, 向 摹 状 式 也 无 需要 求 为 正常 摹 状 式 (这 正 是 我 们 引 人 可 售 函 


HAE). 


EX JERERHR, AIA RKEESO EAA 


4 49. 可 候 函 数 的 着 轨 人 性 


非 成 的 函数 则 做 递归 (可 偏 ) 函 孝 . 


EX SMEREH. 于 yz y, egles y) BR BEARR 


登 嚼 与 草 状 式 浙 作成 的 玛 数 叫做 可 甘 状 (可 偏 ) 函 数 . 


由 于 上 面 讨论 递 归 ( 爹 ) 函 数 以 及 可 莫 状 青 数 时 ， 对 (一 般 ) 递 
注 式 所 作 的 要 求 (使 月 归宿 苞 数 的 g), 对 攻 状 式 所 作 的 要 求 ( 密 牙 
为 严 常事 状 式 ), 其 目的 全 在 于 保证 所 得 函数 的 不 信 性 。 史 不偏 性 
Fb. SRR FAEH. AEUR LEARRA 
数 久 及 可 摹 尖 函数 的 结果 ,几乎 全 可 移 达 到 这 里 来 ,其 到 二 证 半 世 


RRR EA TAEA) 


RIRE 


R. 


定理 2 KEE, + == y 出 发 ,经 过 有 限 次 登 管 与 无 参数 


重要 的 结果 列 在 下 看 (证 明 可 基本 上 必 前 )- 
定理 1 由 本 原 函 数 出 发 ， 经 过 有 限 次 苟 置 与 无 参数 的 《一 
般 ) 递 归 式 ( 旋 至 无 参数 的 一 般 复 选 式 )* 恰 可 作成 递归 (可 篇 ) 随 敦 


的 从 零 起 的 一 般 复 兴 式 亦 可 作成 北 归 (可 仿 ) 函 数 集 . 


定理 3 递归 (可 偏 ) 函数 案 与 可 蓝 状 (可 偏 ) 函数 集 是 相同 


的 。 


为 开始 函数 ,经 过 有 限 次 友 置 及 算 于 sp, RAT i MER. 


定理 5 除 本 原 隐 数 外 只 要 再 添 入 ; 


“96， 


x+ y, K. Es RM La 


定理 4 AHA) 函数 集 亦 可 如 下 作成 : M (1) rty 
Dyz] Z35032. Q) > + y, z ,eq(*, yh ERER, 1E 


或 MZ,xli < 0) 作为 开始 函数 ， 利 用 生 蜗 及 蔡 杖 算 子 即 可 作出 
TEREA. 
定理 6 RERRRMREERA: x 十 y, Er Le 作为 
FERM PAER SEBRA in, BEHAR EA, 
定理 ? EBAREN KO), EANNA B B 
B(z aa， 和; P> Diens mattes zo 9) BERETA CT 
DERI 3822 m EB 


ÍO", z.) = KrtiB (m, xy"; ars e)> 
, 


或 
Hr 1) — K stpD(m, tis es z, e). 
剩 用 一 般 递归 式 衰 示 的 式 子 地 有 ， 今 不 再 例 举 ， 
定理 7 又 由 艇 枚 举 定理 ,是 一 条 很 重要 的 定 埋 ， 
Plates w) = Kap D(es attt z y) 


可 以 说 是 对 + 元 递归 (可 仿 ) 削 数 的 枚 举 函 数 ，m 可 以 说 是 了 的 枚 
举 号 码 。 放 举 方法 可 以 有 多 种 ,如 利用 这 里 的 枚 举 法 , 那 末 着 归 可 
MAB 二 便 可 记 为 Paltri xr) CE SAREA. 

由 定理 7 可 得 : 

定理 8 递 轨 令 函 数 ( 即 递 月 函数 中 为 全 严 数 的 ) 可 由 下 法 作 
成 : 由 本 原 通 数 出 发 ， 只 利用 晤 置 与 使 用 (其 祖 为 归宿 勇 数 的 ) 一 
BEARER. 

证 明 利用 处 处 有 定义 的 一 般 着 妇 式 可 以 作出 初 基 函 数 

D(za ma at y)> 

Bl FÑ À. xe 处 ,重用 ( 必 有 定义 ) stp。 再 与 玉 登 填 即 得 二 BAET 
递归 全 函数 均 可 只 使 用 处 处 有 定义 的 一 般 递归 式 作成 , 换言之 ， 
mH fE 127582, PT S: 48 BJ 8 4 45638 E Hi. 

此 外 ,还 有 两 条 重要 的 定理 ， 即 参数 定理 【又 叫 s-m-n EE) 
及 固定 点 定理 . 

定理 9 《参数 定理 , 即 :-m~s 定理 ) 对 每 个 m, n 之 1， 部 有 
一 个 递归 全 函数 URT m, nm) 使 得 对 一 切 rsy pa 都 有 : 
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IO, ts Yma Biat ta Ba) = Paris (mosis Za) 

换 名 话说， 如 果 知 省 一 个 由 + # 元 的 递归 (可 偏 ) 函 数 的 编号 ,对 
当 将 其 中 矣 元 看 作 参 数 后 ,作为 其 余 的 = 元 的 函数 而 言 , 其 编号 可 
以 计算 出 来 . 

证 明 本 定理 的 证 明 当 然 要 看 当初 的 枚 举 是 按 什 么 方式 客 举 
的 。 良 据 其 放 举 方法 纪行 版 距 ， 极 易 找到 新 函数 的 汶 号 。 因 为 新 
函数 不 外 是 对 旧 阴 数 的 前 六 个 主 目 流入 常 函 数 ( 因 已 把 坟 ,… ,ym 
BFR, MBR), lrst 8r)yttts Yakari za) TIR. 
在 我 们 的 枚 举 里 , 合 置 前 后 的 现 数 的 编号 其 依赖 关系 是 极 简单 的 ， 
在 别 的 枚 举 方 式 下 ,也 许 较 复杂 些 ,但 是 ,总 可 以 求 出 , 详情 今 不 费 

作为 应 月 ,我 们 有 : 

定理 区 ”有 一 个 二 元 递归 全 函数 思 使 得 

Pane) 一 Pp) 

证 明 这 也 是 缀 置 ， 可 用 相同 的 方法 直接 证 明 . SARAKE 
数 {或 放 举 函数 ) zele, y) 一 oG, MWER pp) 写成 
Br p O) 一 g(x, gs)。， 这 是 一 个 递归 函数 (可 篇)， 设 为 
plz, ys xz)。， 依 参数 定理 9， 应 有 : 

Pump hZ) 一 Pals y, z) = plpa) 
B jls y) WaLa z, y) Ya, VES, 

注意 ,参数 定理 的 应 用 非常 广泛 . 

最 后 便 是 固定 点 定 班 。 这 可 有 两 种 斤 述 方式 .其 一 是 使 不 放 
举 函数 ,其 二 是 使 用 算 子 。 两 者 基本 上 一 致 ,全 刘 略 在 区 别 .我们 
分 别 介绍 , 

定理 在 【国定 点 定理 ) 对 任何 递归 全 函数 了 而 言 ， 必 有 ”使 


很 
Parr (xz 7 te) 
这 个 = 叫做 函数 了 的 夯 定 点 . 
证 明 信 将 核 举 函数 写成 g, 即 mw(y) 一 gLx，y)。 现 定义 一 
FELEN 
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M 8(gln, u), r) 当 gla, a) 有 定义 时 ; 
s, r) = f 
L 当 g(a, s) = L 时。 
这 是 递归 (可 偏 ) 函 数 。 设 它 为 pl x)，、 依 参数 定理 它 又 可 写成 
Pm)《*)， 而 s ARREK. 任 给 递归 全 函数 fz)， 则 f(s( a， 
*)) 亦 为 递 妇 多 而 数 。 设 其 编号 为 Pl po(z) = Kla, z)). R 
Pe HERM, OLEE gO, e) 有 定义 ， 击 上 上 面 的 定义 
有 (注意 pAr) == (Ca, 1))); 
Qa, (a) 一 We, z) = g(zg(e, v), z) = g(r), 2) 

= giska, e); r)) = Pray) 
H (a, r) 满足 定理 对 z 的 要 求 . 证 完 ， 

这 定理 看 来 很 奇 弃 而且 似乎 与 术 举 方式 有 关 ， 但 从 定 悍 的 证 
了 明 看 来 ， 凡 满足 参数 定理 的 枚 举 方式 ( 暂 叫 做 合理 枚 举 ) 都 有 这 个 
结果 我们 举例 如 下 : 

例 1 合 fü) 为 Sx, 则 必 有 + 使 得 

Pelr) = Psa) 

任何 台 理 枚 举 ,都 会 出 现 相 邻 两 编号 为 相同 函数 的 情形 .如 命 A 
为 2 或 后 ， 也 有 类 似 的 现象 . 

例 2 FRAPA CARRERA ENAS? 
即 厅 没有 ”使 得 ; 

只 要 p) 有 定义 划 必 p. (zy 一 29 

任 给 *， 定 义 一 函数 内 r。z) 一 v， 它 是 递归 函数 , 设 其 编号 
Wa, Bi ple, z) 一 plv, x), AIRA Paka) =v, A slae) 
为 1(x), 则 依 定理 有 ”使 得 pa(#) 一 Prali) = n, WAA n F 
合 要 求 . 

这 个 当然 葡 了 而 改变 , 如 把 了 写成 w， ÑU z B8 = 而 改变 ,可 
=s a (a), AA 

定理 12 ”有 一 个 递归 全 函数 a (e), W 对 任何 = 只 要 pe 
为 全 函数 , 则 有 ， 


Prakt) = p,n (z) 
证 明 同上 ,只 是 将 1 写成 gr， 这 时 9sls(a,*)) 为 全 函数 ， 
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MERER g, HARR C 的 编号 为 5， 则 pCl x*)) 可 写成 
Eles g(b, a, zx)) CH a, P, z, x 的 递归 (可 偏 ) 函 数 , Piton a o 
e, WA: 

Pals(a, zx)) = g(z, g(8, a, z)) = glas b, z, z) 

应 用 参数 定理 , 2 X T| 5820 pazoa,o (2), fr r) = d(c, z, 
5, *)， 同 上 可 证 定理 (由 读者 补 刀 ). 

上 述 两 定理 可 推广 至 多 个 变 元 如 下 : 

定理 111 JG, nisl, za) Wk + 1 元 递 娄 全 函数 ,有 一 
+s (OB Ta, …，zrt) 使 得 对 一 切 nte ra 有: 

Para E) 一 Pineere p) 

定理 121 对 每 个 处 都 有 一 个 太 十 2 元 的 递归 全 页 数 %， 对 
SEAH L-1, MAK- H n, zk,》 均 有 

enemy dr rpd 

证 明 可 仿 上 。 

对 固定 点 定理 亦 可 不 必 提 到 科举 ， 这 时 我 们 先 引入 下 列 的 报 
念 。 为 方便 起 见 ,我 们 就 (1,1,1) 型 算 子 立论 ， 显 然 可 推广 到 一 般 
G, m, a) WEF. 

我 们 注意 对 每 个 算 子 a 所 2) 部 有 一 个 示人 性 函数 Co(y, (= 

amales A). > 

EX ”如果 a fe) ~ 之 ww 恰当 有 一 数 。， 使 得 (seg* 指 限于 
使 fx) 有 定义 的 车 : Coly， eq fe)) == =, B. Cs ARERR 
则 说 e ,是 六 能 行 算 子 - 如 能 判定 有 值 或 否 , 则 说 “是 能 行 算 子 。 

EX eC) 为 Ce) ER: AIO 有 定 文 时 ECe] 也 有 
定义 且 fC) = g(x) 

定 光 ”如 为 # 的 延 华 , 则 a_g(<》 也 为 .fe) 的 延 仿 ， 则 
说 ,a  ZERRF, 

"EN wR afe) 之 w 俗 当 1(x) ARR OREA 
KO 而 定义 城 有 防 的 函数 ) 6(z) 成 立 ,5,9(e) s e, IA a £ 
连续 的 算 子 . 

定理 13 o 是 半 能 行 算 子 恰当 它 是 连续 算 子 且 示 性 函数 北 
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归 、 此 外 ,连续 算 子 必 是 上 升 算 于 。 
， ”证 明 D a ,是 能 行 算 子 ,其 未 性 函数 为 C). AEEA 
ERAF, a (e) = w， 依 能 行 算 子 定义 ， 应 有 。 使 Co(y， 
wq %/(2)) =: Z, 8 ! R < < r, fü — 8 5 E %kK0(O, 3 seq* 
Re) = seqrfe), 再 依 能 行 算 于 性 质 有 ,和 9C。) = w A e 
fe) = # TR a 9(e) = w, Bz AAEN OG), AER 
AND ERDU w E a 为 能 行 算 子 ， 依 定义 有 * 使 
Caly, segle Paw 由 于 segde) = segti Ce). A i Bë T 
算 子 定义 知 @ Ke) = mw BES Ile) 之 ww 可 得 0 Ke) = w. 
BERRTELTA, o 为 连续 鼻子 . 
反之 ,如 果 _c DERRE, A IO IRB 0(x) 使 得 
Ke) = a (cj 但 对 有 限 函数 O) 而 言 ( 设 其 定义 域 中 最 大 完 
RAAE: a Ole) = Caly Ole) = Ce yo seH) 
既然 C。 为 递归 诚信 定义 a WPETEF. EUERE. 
我 们 要 自 连 续 性 而 导出 人 上 着 竹 。 设 f(x) EX gz 而 有 
a fe) = e, BEARER Oe), IE A O 使得 ,2 
Ge ~ w, 但 89(x) 又 可 延伸 为 gG), Bus ze nsn st a z 
&Ke) = w. HETIL, a 为 上 升 算 子 。 定 理 得 证 。 
定理 14 (固定 点 奈 殖 另 一 形式 )， 设 ,9 为 半 能 行 算 子 ， 必 
#— 8 JR COHNDSEWR O, 使得: Ga) afe) 一 f(y) (b) 如 
` a gCe) 一 gG), Nl COELO EA. 
“入 而 如 果 O 为 全国 数 则 O 835 FG) 相同 (这 时 只 有 
:一 个 固定 点 )， 
证 明 我 们 只 使 用 算 子 的 连续 性 (从 而 上 升 性 )。 我 们 定义 函 
,数列 J. (2) 如 下 : 
AG) 一 上 (处 处 无 定义 )。 
hon) = a fale) 
显然 , LC) 25 LO DRAE IO 的 值 域 为 空 集 )。 其 次 ,由 于 
ERER nB O A sa G) KRA ME enO a faled) 亦 
为 POE = fsa(e)) 的 部 分 ， 现 定义 : 


KO = y EA fal) = y). 
今 证 必 有 2O = IG). 
Eie, hE) 3832910) 的 部 分 ,从 而 
ka G= a fU) 便 为 5 Ke) 的 部 分 ， 


这 对 一 切 ” 为 真 , 故 jx) 为 ,& RIG) 的 部 分 ， - 


RZ B e Re) S m, BRETTER, KO FRE 
B(x) 使 a COE 今 取 # 充 分 太 ， 使 得 9(x) 为 f(x) 的 部 
分 ， BEREE, ER H )= wB fan = =. MEIG = 
w, 最 后 可 得 ; < Le) 为 Kw) 的 部 分 。 

WG JG) 与 KOERT i a KO = IO). 

设 又 有 ,0 zY. TOT OET OLELE O) 
HEREZE) JK. WA f(x) 为 g(z) 的 部 分 ,出 r. (== 

a fle) TEA a g(e) 即 g(x) 898622. RRA EA ATAR n, 
LG 5% RO 的 部 分 从 而 fw) 为 glx) ERD. HR MR 
f) 为 全 台数 ,出 g(x) 亦 为 fl) 的 部 分 ,而 有 IG) 之 zÇ). 

以 二 只 利用 算 子 的 连续 人 性， 假定 o 为 半 能 行 算 子 ， 从 而 其 示 
ERROAK, I f(x) 亦 为 递归 函数 . 

表面 看 来 。 这 两 种 形式 的 医 定 点 定理 是 彼此 互 不 包 侣 的 .但 
是 ,利用 下 列 定 理 ,我 们 可 以 看 已 。 这 获 种 形式 实质 上 是 一 样 的 . 

ES MRH ps 一 qs TEE pacw 一 pan M A3 H e 
TMEEIEH. 

EMIS (Mybill-Shepherdson JEF) o 为 半 能 行 算 子 恰当 
*— 5862025142 RR 5, 使 得 ; “= pko) = prQ). 

注意 ,这 里 假定 =: 为 (1, EDEN TERESO, m, n) 烈 ， 则 
EW p, Ee TI RRR plas ra), 右 这 的 pa TA 
7 元 枚 举 画 数 panase Ys)。 其 证 法 类 似 , 不 再 赞 述 . 

证 明 先 证 必要 性 (一 >). 设 5 为 六 能 行 算 子 ,其 示 性 函数 
Ca HERAN. RER 
ee = x 恰当 anel 一 saple) A Cely, a) =w), 
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者 边 括号 内 是 递归 谓词 , 莹 了 存在 量词 后 如 果 成 立 ( 即 有 。 及 
er), 则 必 能 找 出 ers es 并 且 找 出 v 《 当 存 在 时 ), 藉 此 可 得 : 
如 次 .< pke) BA gU, y), 则 z(r, y) AANER, A8 
e 号 函数 , 即 w.(z, y) = glz, y). RDE: 
Preh) == pt, z) = g(z, r) = w, 
可 见 , 所 求 的 ACO) 即 为 ce, 区， 显然 它 是 外 延 的 ， 且 依 参 数 定理 
它 是 滋 妇 全 函数 ， 因 有 
P(e) punky) 
故 必 要 性 得 证 
再 证 充分 性 (< 一 )。 已 抬 一 个 外 延 的 递归 全 函数 aG), El k 
为 外 延 的 。 可 定义 一 个 算 子 .<, 如 下 : 


a oke) = punly) 


这 兵 对 递归 函数 适用 , 可 利用 连续 性 推广 到 一 般 函 数 去 

s F) = wead (0 35 f KRBE, If E, COLTIN 

这 是 合理 的 , 因 截 毁 定 义 域 有 限 , 故 必 为 递归 函数 .但 要 证 它 
的 确 成 为 算 子 , 须 证 其 值 唯一 (或 不 存在 )。 在 下 面 ,我 们 将 有 Rice- 
Shapiro 定理 ,由 它 可 证 是 连续 的 , 即 

o Ke ) = e<— 35 (0 25 f BREZ, 而 o* 0(e) = o). BI 

EREURA. EKARA 。 a Ie) 的 信 叭 一、 ” 试 设 f AAt 
E Aa), 5,(z) 而 有 = KOES = B at 8e) 之 a, WER 
(z) 与 9.(x) ARA, h 
. w pe = P (e) ~ a" Be) = en. 
BEKAS = KOX5SSSM xg JO 的 确 是 唯一 确定 的 
(在 连续 算 子 范围 内 ). 

现在 证 明 = 不 但 连续 而 且 其 示 位 消 数 还 是 首 归 的 。 在 任何 
枚 举 四 中 ,对 任何 有 限 函数 6(*)， 显 然 可 以 由 入 < 一 scg9(e》 而 
求 得 函数 AO 的 编号 , 记 为 cla), c 是 递归 全 函数 . 因此: 

C.O u) = Caly, seq*0(e)) = a IC) 
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一 (ae 


故 Caly, u) 为 p, = 的 递归 函数 。 由 此 可 知 a SEE Sa R =. 
于 是 定理 得 证 . 

有 了 定理 15 后 可见 国定 点 定理 的 两 种 形式 基本 上 是 等 价 的 、 
差异 之 处 只 在 于 第 一 种 形式 不 必 假定 4 为 外 延 的 ， 第 二 种 形式 的 
国定 点 十 理 有 很 多 的 应 用 。 

要 定义 一 个 函数 O (我 们 以 一 元 西数 为 例 ), 最 简单 的 藉 用 
EHAA: 


指出 给 出 z 后 如 何 按照 右边 所 写 的 方式 计算 出 f(x)。 BRER 
不 静 的 ,我 们 往生 使 用 腹 式 定义 法 , 即 : 
K) 一 ral ae 


或 E EEE TEET TES N 


即 求 某 隙 数 的 唯一 零点 或 最 小 零点 ， 这 都 是 很 容易 理解 的 但 是 
原始 递 雪 式 (显然 我 们 可 以 这 样 地 改写 它 ) 

fu, =) 一 zs 4 * 一 0 Bj; 

= Blg, rx, Fw, Dxz)), 4 z >< Q mh 
RASLAPERERARN HAAHR f KEREYE 
不 同 )。 由 这 个 式 子 能 否 确 定 丐 数 j? 此 外 , 如 参数 变异 的 单 重 
递归 式 甚至 于 嵌 套 单 重 递 轨 式 ,多 和 董 弟 妇 式 ,一 般 递 娄 式 等 等 ， 如 
MEHRA, 世 都 是 下 列 的 形状 : 
(a, 一 

由 它们 能 否 确定 医 数 f 呢 ? 在 上 面 我 们 就 逐个 递归 式 采 用 不 同 的 
HECA: Citim ETE- WAR E RT ATE 
述 的 各 种 递归 式 , 但 他 然 具 有 : 

fu, z) = Core fs furs ea) 
的 形状 ， 这 种 式 子 能 否 确 定 唯一 的 一 个 函数 呢 ? 固定 点 定理 告诉 
我 们 , 如 把 右面 看 作对 函数 了 所 作 的 算 子 , 记 之 为 : o WREE 
各 种 式 子 都 可 以 共同 写成 
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Ku, x) = s Ku, e). 


问题 是 ， 有 没有 函数 满足 这 个 式 子 9 由 固定 点 定理 可 知 : 如 果 
S .是 连续 的 [从 而 上 升 的 ), 那 末 必 有 函数 + 满足 它 。 最 小 的 固定 
点 还 是 唯一 的 。 这 个 问题 便 解 决 了 。 

当然 ,我 们 上 面 对 原 始 递归 式 等 的 讨论 , 仍 有 用 处 .第 一 ， 我 
们 在 全 通 数 范围 内 讨论 ,而 固定 点 定理 必须 先 引进 可 篇 函数 ， 第 
二 ,比如 要 讨论 “参数 单 重 递 妥 式 可 化 归 为 不 始 北 只 式 及 又 置 ”这 
种 进一步 后 比较 深刻 的 性 质 , 要 利用 园 定点 定理 包 不 够 了 ,而 有 待 


于 进一步 讨论 。 
全 1 设 . 
JG) = r— 18 E$ z > 100 时 3 
= (fe +11)) 2 z< 100 时 . 
求证 : f) = 91 4 z< 100 Fp; 
= =x— 10 当 z > 100 Bh. 


Bj; (1) 如 将 "100” 改 为 5, 结果 如 何 ? 
(2) 如 将 “160" 疏 为 5 10225 a, IPRA a + k, 结 


果 又 如 何 ? 
注意 ,本 例 并 非 一 般 递归 式 , 六 为 i EARE WARR 
mWrih ir 8 i 33609. 
A2 设 
JG) = 0 当 一 0 肝 } 


= fe — 1) 3 z 2 2 Fk. 
E: BEMOGLARMNER f 为 何 ? 一 般 的 ! 29189 由 本 例 ， 
可 知 面 定点 可 不 止 一 个 . 

最 后 还 可 瑚 出 一 点 , 枚 举 定理 、 序 救 定理 (s-m-n 定理 ) 等 对 
“AAF done, A” 的 函数 亦 成 立 。 例如 ， 我 们 亦 有 " 枚 举 递归 
于 4 的 孙 数 "的 通用 衣 数 ge) 等 等 。 其 证 明 方法 完全 相同 , 今 不 
see, 
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第 五 章 “递归 枚 举 性 
$ 30， 归 举 集 (递归 枚 举 集 ) 


- 以 上 我 们 讨论 集合 时 都 是 从 特征 函 孝 立论， 当 一 集合 的 特征 
函数 为 其 某 衣 数 ( 初 基 函 数 、 初 等 函数 、 原 始 递归 冰 数 、 递 妇 全 函 
数 ) 时 ,该 集合 便 叫 做 其 某 集合 ( 初 基 集合 等 等 )。 我们 所 讨论 过 的 
集合 都 是 递归 集合 之 一 ， 现 在 ,我 们 将 讨论 递归 集合 以 外 的 集合 ， 
即 所 育 非 递归 集合 这 时 , 我 们 不 再 使 用 特征 函数 ,因为 这 些 集合 
的 特征 商 数 都 不 是 递归 全 函数 . 

定义 甲 。 如 果 集 合 4 为 一 个 一 元 递归 六 数 e) 的 值 域 或 为 
空 集 , 则 4 叫做 递归 枚 举 集 ,省 称 归 举 集 ， 并 说 , 4 由 fOe) 枚 举 . 

因为 对 递归 函数 o A> KERB, 0/0), 构成， 
所 以 叫做 递归 枚 举 集 。 这样， 该 集合 4(f 的 值 域 ) 的 元 素 便 由 f 
而 逐一 枚 举 了 - 

根据 这 个 定义 , 归 举 集 可 分 为 两 种 情形 。 第 一 , 它 是 空 集 , 不 
是 任何 递归 函 教 的 值 域 , 第 二 , 它 是 某 个 递归 函数 的 值 域 。 因 此 ， 
对 归 举 集 进行 讨论 时 ， 常 常 要 分 别 情形 讨论 ， 而 一 个 集合 是 否 空 
集 , 又 未 必 有 经 常 可 以 判定 ( 试 设 4 为 基 个 一 元 方程 的 根 集 ， 它 是 否 
为 空 集 , 即 该 方程 图 否 有 根 , 往 往 很 难 判定 )、 因 此 ,我 们 对 妇 举 集 
特 给 出 另外 一 个 定义 。 

定义 ” 设 给 出 一 集合 4, 47 指 {1:316 4} 叫做 4 的 减 缩 
集 。 

即将 集合 4 中 的 非 零 元 素 均 减 1, 所 得 的 集合 便 是 47。 Pl 
如 , 设 4 一 10,3;5,4;2]， 则 47 = 12,4,3,11. 如 A = (3.5, 
4,2} 仍 有 A = {2,4,3,1}, 

EX RER f(x) 的 值 域 为 A, 则 4 叫做 e) 的 减 缩 什 
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2. 

EXT BARAR AERAR RAZ 
KPEE S-ERLEEP E E d: Payk akan E EIRE 
递归 函数 所 枚 举 , 4 6 A 328U 08 Sk (“AKHIR FERAE). 

定理 1 定义 甲乙 是 彼此 等 价 的 。 

证 明 设 侯 甲 定 义 ，4 为 归 举 集 。 则 4 或 为 空 集 ， 这 时 4 为 
h) = 0【《 零 值 函数 ) 的 减 缩 值 域 ; 4 或 为 FG) WER AAA 
为 SG) 的 减 缩 值 域 。 故 依 定义 乙 。 4 为 归 举 集 . 

下 之 , 设 依 定义 乙 , 4 为 归 举 集 。 如 4 为 零 值 函数 的 减 缩 值 域 ， 
则 4 为 空 集 : 依 定义 甲 它 为 归 举 集 ， 如 4 为 He) 6398 SE IER (I 
Í) Z83830, HO Hx) 的 值 中 最 先 出 现 的 非 零 值 ， 设 为 Sa. 
REX: 

POESI 当 FG 一 0 时 ; 
DI) 当 IG) >= k, 
显然 ，g(z) 亦 为 递归 通 数 ,而 4 显然 为 8(z) 的 值 域 。 故 依 定义 
玮 它 仍 为 归 举 集 ， 定 理 得 证 . 

福 意 ， 这 里 所 以 需 分 别 情形 讨论 ， 是 因为 定义 甲 分 别 情 形 定 
X. 

后 面 我 们 使 用 定义 乙 (一 般 书 则 都 使 用 定义 甲 )， 是 为 了 避免 
进行 分 别 情形 讨论 ， 

下 面 介绍 归 举 集 的 一 些 简单 性 质 . 

定理 2 如 4 为 递 轨 集 则 4 为 归 举 集 。 

证 明 ARASH E 4 一 (rifl) = 0}， 即 设 4 欧 特征 函 
数 为 a). SEX 

S H FG) = ht; 


em-{ w O wo 8. 
G) 55309, BARNA: 
z€ A 恰当 JO) = 0. 
恰当 z+ 在 g(x) 的 减 编 值 城内 。 
BRENZ, AARRE. 
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定义 ”4 的 补 集 记 为 4。 

EHI ”4 为 涪 归 恰当 4 与 4* 同 为 归 举 集 . 

证 明 如 4 为 递归 , 则 4 亦 为 递归 ,由 前 定理 可 知 4 与 4° 5 
ABWR, 

反之 * 设 4 与 4 均 为 归 举 集 , 4 由 f(x) 枚 举 ,而 A h g(x) 
禾 举 。 任 给 +, 可 用 下 法 判定 是 否 >e A: 

HWER J(0),g(0),H(1),g(1),-…… 
一 直到 Sz 出 现 于 了 值 域 中 或 出 现 于 * RHA. W 5x BEF 
j 值 域 中 则 z€ 4， 如 sz HB z 值 域 中 则 =é 4° ED zëA. 

我 位 可 具体 写 出 如 下 , 求 下 式 最 小 零点 : 
nifee), Sz) © eq(g(e), Sz)) = OGE): 则 egol), 


Sz) 便 是 4 的 特征 函数 。 因为，* 或 EA R < As. LS 8 s 
点 而 (x) 为 递归 函数 。 如 Set f DER, KE eg Hole), 
Sa) 必 为 0, 如 Sx # g 的 值 域 中 (从 而 >E4)， 则 egla) , S2) 
29 1. Ék eql) Sr) 为 4 的 特征 函数 , 它 又 是 递归 消 数 , 收 
了 为 递归 集 ， 证 完 . 

定理 4 4 为 无 穷 递 护 集 怡 当 4 可 由 严 阁 上 升 函 数 所 枚 举 ， 
即 丛 当 有 严格 上 升 的 递归 函数 e), 使 得 4 为 f(x) 的 减 缩 什 
域 . 

证 明 如 果 f(x) 为 严格 上 升 苞 数 , 网 JG > z+. WH A 
E KOSO) Fa, Kse), BAHARA 5* 为 其 值 ， 如 有 
Ki réd, WEN] xEd。 

Hata 


lE) = rti egle), S), 


CRANRA, 则 egla) ), Sz) EE z é 4 的 特征 函数 ， 
CEEE: 35 

EZ, i aA RER, COREANO EHAR e), h # E 
义 & 如 下 
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g(0) = rife) 
g(Sz) = MPLS) e) 


国 为 4 为 无 穷 集 , 改 rti 为 正常 辈 状 式 而 gCx) ARR G) 


显 为 严格 上 逢 函数, 故 4 可 出 严格 上 升 函 孝 枚 举 ， 证 完 。 
定理 5 每 个 无 穷 归 举 集 都 有 一 个 无 穷 递 喇 的 子 嘛 。 
证 明 设 4 为 无 穷 归 举 亿 ,出 递 与 函数 C0 me% (SU 4 为 
1) 的 减 缩 值 减 )， 由 + 定义 8 如下: 
0 0); 
~ CS) = Krti (Sg(z) HeY). 


BASEE H rti 为 正常 欧 状 式 , 从 而 gG) HAES (H. 


严格 上 升 )， 设 了 由 g) 而 枚 举 , 则 出 前 定理 , 8 为 递归 集 ,又 因 
如 得 4 ， 改 定理 得 汪 。 
定理 6 ”4 为 归 举 集 恰当 4 为 某 个 原始 递归 函数 的 减 缩 值 


R. 
证 明 碍 于 原始 递归 函数 亦 为 递归 函数 ， 故 条 件 县 充分 的 。 
SEURE, 
BAR 381588 100 RRR, WA 
+ € A—Be(Sx = He)). 
RIENE, See Ho 为 初 基 关 系 , 至 少 为 初等 关系 ,其 特征 函 
数 暂 记 之 为 B(x,c)， 今 定义 : 
g(0) = f0); 
g(Sz) = gGONPB(K(aY LY) + SKGYNB(K(a) L (zy). 
其 中 KOLO 为 配对 函数 且 为 税 等 函数 ， 由 定义 , 当 
B[(K(z) , L (zY) 0 
时 亦 即 SKG) = fIL(&w)) Bi, gle) 的 值 与 gfx) 的 秆 相等 ; 
当 B(K(x),L(z)) = 0 时 亦 即 SKO) 一 LC) 时 ,gl5x) 的 
值 为 SKG) 由 于 当 * 变化 时 ，(K(x) ,L(x)) 取 尽 一 切 对 侦 ， 
最 见 yG) 的 值 穷尽 了 《也 不 多 于 ) 了 的 值 ， 即 两 者 的 非 零 值 域 相 
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BL. 从 而 集合 4 便 可 改 电 o 而 枚 举 ， 此 外 ,gz(*) BARA 
归 函数 ,于 是 定理 得 证 。 

有 了 这 和 定理 后 , 我 们 可 以 将 所 有 归 举 集训 以 枚 兴 。 因为 原 
始 递归 函数 是 可 以 枚 举 的 ， 设 第 * 个 一 元 原始 递归 函数 记 为 
Pal) 则 palx) 的 减 缩 什 域 便 可 枚 举 为 第 ?个 归 举 集 ， 当 然 还 
可 坟 有 别 的 枚 举 方法 ( 见 后 ), 但 利用 原始 递归 函数 而 枚 举 , 是 有 很 
多 方便 之 处 的 - 

定理 7 4 为 归 举 集 恰 当 有 一 个 (原始 ) 递 归 育 词 Bix,:) 使 
得 z E43e Blr,e) 

证 明 如 4 为 归 举 集 则 有 一 沾 ( 厌 始 } 递 轨 水 数 JG) 使 得 

r€ A— Helse = f(e)), 
而 5x 一 f) 加 为 (原始 ) 递 归 关 系 , 故 条 件 为 必要 . 

FZ, r€ 4—3eB(z, e), HE B(z, e) 为 (原始 ) 递 归 谓 
词 , 设 其 特征 函数 为 Hrs) SEX: 

g(0) = 0, 
EUr) = gO NE{KCS) L(Y) 
+ SKGODN5(K(x) LOY), 
仿 前 讨 沦 , 知 5x 为 g(x) 0301838 NRC) 成 立时 ,既然 
z€ A—=3eB(xz e), 
故 知 4 为 g) 的 减 综 秆 域 。 从 而 4 为 归 举 集 ， 故 条 件 为 充分 . 
证 完 . 

定理 8 4 为 归 举 集 怡 当 有 一 个 初 基 谓词 Barsa) 使 
得 z€ t+ >3c eB, 64). 

证 明 中 前 定理 多 4 为 妇 举 集 恰 当 有 一 个 递归 医 数 Kz) 使 
得 +€ A— Bae (Sr = eY), A fü 

tHe Sr = K(rtuaF {ezred} —* Beyae,(Sx 
= Ke, AF(e,,6)) See Aele 
=z t lA w= Ke AF lene)), 
这 里 天 为 带头 函数 ， 又 如 果 F(e, s) 中 还 出 现 有 别 的 初 基 医 数 
g(x), -J 能 也 要 下 人 3e(-…e 一 g(x).… +)】 等 等 , 因此 ,存在 量词 
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可 能 有 多 个 ,而 不 止 一 个 ， 无 论 如 何 ,存在 量词 的 作用 域 必 是 初 基 
谓词 。 于 是 定理 得 证 . o 

定理 9 ”4 为 归 举 集 恰当 有 两 个 多 项 式 Pe, eane) 与 
8&(z:e teser) 使 得 

z€ Arger -Jel Prs es -et 一 Dfziet yet) 

这 条 定理 与 前 面 的 定理 相差 极 微 , 只 是 招 “ 初 基 谓词 "的 为 "多 
项 式 谓词 "( 即 Pegin) 一 .2O(x。as st))。， 这 两 种 亩 词 
的 不 同 之 处 在 于 ,前 者 用 zy, z/y], 而 后 者 用 z + yje- yk 
此 互 为 逆 函 数 ), 并 且 前 者 还 多 用 初 基 算 子 , 后 者 则 不 用 任何 算 子 。 
由 于 后 者 少 用 算 子 ， 因 此 使 后 者 的 证 朋 困 难得 多 。 我们 将 在 下 面 


S 51. TARASH 


- 由 上 已 知 4 为 归 举 集 俗 当 4 为 某 递 妇 (全 ) 函 数 的 值 域 ,或 丛 
' 当 4 为 茶 原始 递归 函数 的 值 域 ,现在 我 们 又 有 : 

定理 1 4 为 归 举 集 (a) 恰当 4 的 某 递归 (可 偏 ) 函 数 的 减 缩 
值 域 ( 纪 ), 也 丛 当 4 为 某 递 归 ( 可 偏 ) 函 数 的 定义 域 , 

证 明 设 4 为 归 举 集 ， 则 它 为 某 原始 递归 函数 FG) 的 减 缩 
值 域 . . 

定义 g(x) 如 下 ; 计算 (0), POs. H Sz E FER 
中 定义 g(x) = Se, BAs AME ADRAR, BE EX 
域 。& 显然 是 递归 (可 篇) 函数 , 故 (a),(5) 的 (一 >) 部 分 得 证 . 

反之 , 设 4 为 茶 (可 偏 ) 递 归 函 数 f(x》 的 减 缩 值 域 , 先 按 下 列 
次 序 计算 G). 

第 一 阶段 ,计算 f(0) 一 步 ， 

第 二 阶段 ,计算 0) 两 步 ,计算 FO) 一 步 ， 

第 和 阶段 ,计算 Ok 步 ,计算 Jt — 工 步 ，…， 计 算 
IG — i 
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步 … 计 算 大 — U 一 步 。 
几 书 结束 的 不 再 计算 
凡 当 FG) 有 定义 时 设 其 值 非 零 , 则 将 JG) 放 人 一 表 肉 .三 
表 的 生成 过 程 中 ,定义 g) WF: 
g(0) = 0; 


在 第 se 阶段 的 下 中 与 gO) ele) 
z(8) 一 Í SARSI E NE 
O 如 性 阶段 的 表 中 已 无 新 值 . 


显然 ，g(x) 是 递归 全 函数 , 且 其 碱 缩 值 域 与 FO) aA. 故 4 
为 glx) 的 减 缩 值 域 , 愉 而 为 归 举 集 , 故 (a) 的 {< 一 ) 部 分 得 证 。 

要 证 (3) 的 充分 任 部 分 。 仍 用 如 上 方法 计算 fCx) , 当 FG) 有 
定义 三 其 值 磋 0 R ESRARI, IRE gtx) 如 下 ; 

glo) = 0; 

在 第 S> Br BS #trh235 g[0),z(1),- - - gG) 均 不 
elsz) 一 同 的 什 中 最 小 者 ， 
0 如 5x 阶段 的 表 中 无 新 值 . 
显然 ,g(x) 是 北 导 全 函数 ， 其 碱 缩 值 域 即 ftx) 的 定义 域 。 故 
f(x) 的 定义 域 必 是 归 举 集 ， 定 理 得 证 . 

由 这 定理 可 知 : 4 为 业 递 归 函 数 的 减 缩 什 域 当 且 仅 当 4 为 某 
递归 函数 的 定义 域 ， 当 然 这 两 个 函数 一 般 是 不 相同 的 ， 但 却 是 可 
以 被 此 推 知 的 ,如 下 定理 所 示 . 

仍 用 上 面 的 枚 举 函 数 p. 

EB? 有 两 个 递归 全 函数 f is z 使 得 

Pr 的 定义 域 一 pro AREER, 

fx WRAT = pro WER. 

证 明 ARRIE TEN 

(xy) 一 Sy H pO) 有 定义 时 3 

一 上 A 
dlr) 为 递归 可 偏 医 数 , 记 为 p(x，y)，、 用 参数 定理 可 写 为 


ate 


Pan): CASS IWARMD o, 的 定义 域 , 故 可 玫 (a,r) 为 Cs) 
它 是 递归 全 函数 。 

AGE z 而 言 ， 可 如 定理 1 证 明 中 用 计算 f 的 方法 而 计算 
Pa 将 pe 的 非 零 值 列 成 一 步 。 再 定义 : 

y, 3 y 出 现在 表 中 时 3 
= ”= 三, 上 此 外 . 

EA, o) 亦 是 递 妇 可 偏 否 数 ， 设 为 qs(x, 入， 用 上 潜 可 记 
为 punO) 显然 waCy) 的 定义 域 即 为 ps(y) BIRA 
I. # dbs) 可 取 为 rO). ERNE. 

注意 ,这 黑 所 造 出 的 po 可 为 偏 函数 。 但 在 定理 1 的 证 明 
中 ,由 1(x) 造 出 全 两 数 glx) 使 得 f(x) 的 减 缩 信 域 为 (x) 的 
减 缩 信 域 ,由 这 方法 可 知 ,可 造 世 一 函数 值得 p, 的 减 缩 值 域 变 
成 ps;( 全 函数 ) 的 减 纺 值 域 .因此 ,如 果 需 要 , 永 可 假定 使 月 全 函 
数 的 减 编 值 域 ( 且 其 编号 亦 可 算出 ), 这 是 要 求 帮 全 函数 而 必 举 的 . 

我 们 亦 可 用 单 叶 函 数 ( 即 一 一 对 应 ) 来 枚 闪 ， 设 4 由 f(x) 而 
核 上 ,而 4 为 1(x) 的 碱 编 值 域 ,可 定义 g(x) 如 下 : 

g(0) = 100); 

a(Sr) 一 fGu[f(i) RF gO) egt). 
则 e) 为 一 一 对 应 且 g(x) 导 域 与 f(x) 的 值 域 同 ， 显 然 zG) 
的 编号 亦 筋 由 JG) 的 编号 作出 . 《读者 自 证 .) 

但 是 ， 我 们 却 不 能 要 求 归 举 集 可 用 《严格 ) 上 升 函数 而 枚 兴 .。 
因为 我 们 有 下 列 定 水: 

定理 3 AJARAN 4 可 让 严格 上 升 函数 而 枚 举 . 

证 明 如 4 可 用 严格 上 升 函数 Ko 而 枚 举 ， 因 flx) 严格 
ERBA fx) 22 *， 当 计算 f(0), 太 1),… ,所 5z) 时 ,如 其 中 不 
出 现 54, 刘 * 必 不 属于 4. 故 <€ 4 SETUR AT AAA 
AR. 

反之 ;如 4 为 递 归 集 ， 其 等 征 函 数 为 0). MEX I 如 
下 : 


K8) = 0; 


ens. 


HSE) = Sri(a( BCS 7)) 


显然 4 即 为 A) 的 减 缩 值 域 , 而 x) AEREA EERE. 
` ERASER, O HERR X 4 为 有 穷 集 时 ， 
Ko AABERG S + > AREKE, KO EEX. 
当 4 只 为 妥 举 集 时 ， 即 使 息 用 不 碱 敬 数 而 放 举 4 世 是 不 可 能 
的 。 


$ 32， 归 举 谓词 ( 归 举 关系 》 


上 面 所 论 , 是 先 定义 递归 函数 青 定义 浒 归 谓词 ,利用 递归 谓 河 
而 定义 递归 各 的。 如 果 我 们 不 先 定义 涪 归 谓词 ， 先 从 别 的 舍 径 定 
义 递 扩 集 , 事 末 我 们 亦 可 以 定义 如果 BO 可 表示 为 x€ 4 而 
AARIIN B 叫做 递归 谓词 . 

现在 ,我 们 已 经 用 别 的 方法 定义 了 归 举 集 ,因此 我 们 便 引入 下 
IEX: 

定义 UR BO 等 价 于 x& 4 MAARRE N G) a 
BMIRA, 3TA Beo eor) MEME “， 

BKE) KaD) 

为 归 举 谓词 ， 风 B(x.，.…， za) MA (R 3689) 委 举 调 词 ， 这 里 
K.G), K GO) 为 配对 函数 中 的 分 省 数 , 且 为 初等 函数 . 

定理 1 5(x'，,…… t) 为 归 举 谓词 恰当 有 一 个 递 轨 亩 词 . 

Cleret za) 

E B(m reraeCle x zk), 

注意 ,由 前 节 所 论 ,这 虹 的 也 可 讲求 只 是 原 奴 递归 谓词 甚至 
于 只 是 初 基 谓词 ,但 机 求 c 为 初 基 请 词 时 ,存在 量词 可 能 不 止 一 个 

证 明 keli, BO 为 归 举 谓词 丛 当 它 可 表 为 
. 3e(z = fe)) 
而 Ke) 39(B836)3EaB88R, PAETAHI Cler) M Ce, 
=) 为 (原始 ?递归 关系 。 
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当 kxl PL, REX, Bors ee, wk) 2526848184 4 
B(K (2), ---, KKi(x)) TRX BeA(z, z) Hü Ale, z) 为 ( 原 
抬 ) 递 妇 关 系 , 恰 当 Blasetti) RD eAlerts 
而 Aleana 为 ( 厌 始 ) 北 归 关系 。 M Alens 
xzA)》 写 为 Clero a): 即 得 定理 所 要 求 的 形状 。 证 完 . 

定理 2 如 果 B(x4,x2】 为 轨 举 谓词 ,出 ae Blar) 亦 为 归 
举 育 词 , 即 归 举 谓词 对 车 在 量词 封 拨 。 

证 明 这 时 Bii) BIRR BeC(e, zu za) ZE (CH 
(原始 ) 递 轨 谓 词 )， 从 而 3 B(eaye) 可 表 成 3ciac<C(eaecoza)， 
MELTER ElKl) Lieh) ZWA CIRCE), L (e), 1) 
25 esx: HURRENA, CHL BaBe z) TARA, 证 
完 。 . ` 
定理 3 HARAN V(O MD 是 封闭 的 ， 对 受 限 量词 也 
-是 封闭 的 ,但 对 否定 词 则 不 封闭, ` 

证 明 设 B(x) 一 9B(esr),C(s) = 3eC,(e,z) Hü 

BG)V CG) = 3e(Blesx) V C.(e,z)), 


BORC) = (BKC) x} A C,CL(c),z)) 
eB EK e Js) A C (L(e),z)) 
再 设 Blast) = 3: Bde) 则 : 
=. Blea) = Be (ecx A B(eisz)) = 3e3e(e,<r A Bile, 
22 
右边 显 为 归 举 谓词 - 
关于 受 限 全 称 量词 , 则 须 稍 作 讨论 如 下 ， 先 注意 ,“ 在 ”以 下 
的 每 一 个 + 均 有 # 使 得 . eC, u)” BEAT: “有 一 个 数列 
uG) 使 得 (< > 时 有 Uut”, me 
w= seqsle), 
项 (0 便 可 写 为 mew). HERTA: 


Feale sejtes x eestm( es et)) 


今 设 Biasa) = ar Blest) 则 
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W Ble, 7s)= VY SBeB(e,e,z) 


sav esp 


> 3e, V Bltm(e,es), esx) 


eer 


B(tm(e, e), e, z) HURRAA, MERER 
始 ) 递 归 谓词 ,从 而 , V Bsr) 为 归 举 谓词 。 定 理 得 证 。 


现在 ,我 们 给 出 一 条 重要 定理 。 

定理 4 妇 举 谓词 集 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 谓词 集 : (1 
它 合 有 谓词 a 十 s = e, 6 * ea 一 es， 并 且 (2) 它 对 内 函数 为 本 
原 函 数 的 短 置 圣 闭 ,(3) 对 联结 词 V ,人 封闭 ,(4) 对 存在 量词 、 受 限 
量词 封闭 。 

证 明 ”根据 上 面 讨论 可 知 这 个 函数 集 为 妇 举 谓词 集 的 子 集 - 
下 面 ,再 证 明 所 有 归 举 谓 词 均 在 该 谓词 祭 中 。 

暂 命 该 谓词 集 的 谓词 为 DD 谓 词 。 我 们 现在 先 证 对 任何 初 基 泡 
Ë feo xz) 而 言 ,x = fastrar) ADMA. EE UA 
ERME cy [a/y] 出 发 ， 利 用 益 置 及 算 子 ,而 作成 。 

x= x—y:z + y = zV -(z = 0 A 3uy — x + Su); 

z= [x/y]:s = 0Ay= 0. V3Bue(u<z Az = ye z + u); 
它们 都 是 D 谓 词 。 如 果 f E 3k UD PR, BD 

Harst oka) = Algis o ga)(mo aza) 

RERE Yi 一 gilar tz) 一 KOs yo) 为 也 亩 词 ， 又 
因 afla tyta) Ist Yale = (y. JA = n 
(moi PaA tte A Ym = Emha t" za)), 根据 忆 谓词 条 件 , 知 
z= 有 gg) tata) ADMA, 

再 设 了 由 初 基 算 子 作成 , 即 设 


Hz = Nelestn tista) 


oz, 


Hü y= g(e,za eza) 29D BIB, WA: 


z = flass: tsaa) = N glesta: xn) 
em 
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rs A B] (Neles tra) = 0) - Yr— lh 


<< 


V (Ng(esra z.) = 1). 


< 
由 于 Ng(e,zs re) 一 0 及 Ng(e sntr, z) = 1 3836 D 
谓词 ,而 让 请 词 对 受 限 量词 与 ^ 自 “或 ”两 联 结 词 封闭 , 改 知 
r= f(r te) 

FÆ DMH. 

依 归 纳 法 知 , 对 任何 初 基 函 数 f 而 言 ,y 一 f(x.、-……,xs) 都 县 
忆 亩 词 ， 定 理 的 前 半 部 分 得 证 。 

任何 归 举 谓词 F(x,…,x。) WIAR 3cB(z rc) 
É. 而 B(a， -roe] 为 初 基 函 数 ,可 将 它 玫 成 

3ceq(0, Bl xzaye)) 

形 , 因 cq(0, BCs: x，,e)》 为 也 谓词 ;而 DD 谓词 对 存在 蜂 词 又 
封闭 ; 故 知 任何 妇 半 调 词 都 是 刀 调 词 ， 于 是 定理 得 证 。 


$ 53. 存在 化 多 项 谓词 ( 狄 氏 谓词 ) 


定义 ”由 变 元 与 常数 出 发 ， 利 用 吉 法 与 生 法 所 成 的 项 叫做 多 
项 式 、 如 了 与 9 为 两 多 项 式 , 则 P 一 Q 叫做 多 项 方程 (或 代数 方 
EL 

定义 ”在 多 项 方程 之 前 如 上 若干 个 存在 量词 ， 所 得 的 调 词 叫 
做 存在 化 多 项 谓词, 或 狼 自 凡 廷 调调, 省 称 狄 兵 亩 词 - 

Pli, BeBe, (ei + 2 e= ei t oeeie + D 便 是 狄 氏 谓 
词 .这 谓词 成 立 便 表 示 方 程 中 十 2 zy = atr y 有 自然 数 解 ， 
它 不 成 立 表 示 该 方程 无 自然 数 解 。 如 此 外 还 有 未 受 约束 的 参数 
a,b ERRARE RRD EAR, 当 这 些 参数 给 定 后 , 相 
应 的 方程 有 (或 没有 ) 自 然 数 解 。 因此 , 狄 氏 谓词 的 研究 便 祖 当 于 
对 多 项 方程 有 根 或 否 的 研究 ， 这 种 厂 究 , 牵涉 到 数学 史上 的 一 个 
重大 问题 
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1900 # D. Hilbert 在 巴黎 召开 的 国际 数学 会 议 上 提出 二 十 

三 个 未 解决 的 数学 问题 ， 作 为 数学 家 今后 研究 的 方向 。 其 中 与 数 
理 逻 辑 有 关 的 有 两 个 问题 。 第 一 个 问题 是 连续 统 假 设 的 真 急 问 
题 ， 第 十 个 问题 是 一 个 判定 问题 ,可 译 述 如 下 : . 
” “0. 任意 狄 奥 凡 廷 方程 可 解 性 的 判定 ; 设 给 了 一 个 具有 任意 
多 个 未 知 量 和 有 理 整 系数 的 狄 奥 凡 廷 方程 ， 要 求 给 出 一 个 过 程 
Cverfabren), 使 得 由 它 通 过 有 穷 多 次 运算 可 以 判定 该 方程 有 无 有 
理 整 数 解 .” S a una 

“Hilbert 提出 这 个 问题 时 。 其 所 谓 有 理 整数 是 包括 正 负 整数 
的 .但 是 ,我 们 很 容易 把 问题 限于 自然 数 (不 出 现 负 整数 ), 从 而 把 
问题 变 成 判定 狗 氏 谓词 的 真 修 . . 

在 方程 P(z,y) 一 0 中 ,如 把 正 系 数 放 在 一 边 ,把 负 系 数 让 在 
另 一 边 ， 我 们 便 得 方程 ， P(x,y) = 0(x, y)， 其 中 系数 者 限于 自 
然 数 。 

其 次 ,我 们 有 : 

P(z,y) 一 9(z,y) 有 ( 正 \ 负 ) 整 数 解 二 > Pla, y) = OC, y) 或 
P(—z, y) = 0 (—z,y) R PC, —y) = 9(x, —y) 或 P( 一 #， 
—y) = 9(—z,—y) 有 自然 数 解 ， 反 之 ， 在 数论 中 我 们 有 下 列 结 
果 : i 7 i ` 

定理 1 (Lagrange) 任何 自然 数 均 可 表 为 四 个 自然 数 的 平方 
和 ， 即 任 给 自然 数 *, 光 有 自然 数 a,b.c.d 使 得 : 

r= 2+ P + 2 + m. 
这 个 定理 我 们 不 给 以 证 明 ( 可 参看 数论 专著 ), 

有 了 这 条 定理 ,我 们 便 有 : 

Plesy) = Q(z,y) 对 xz》 有 自然 数 解 > Pit 好 十 如 十 
x1,y1 + 32 + yl + 3) oi + sl + zi + ky + yi + 353 + y) 
有 ( 正 、 负 ) 整 数 解 、 

由 此 可 知 , 求 自然 数 解 问题 与 求 ( 正 \ 负 ) 整 数 解 的 河 题 是 等 价 
的 ,彼此 可 以 互 推 . 

这 样 一 来 ,要 解决 Hilbert 的 第 十 问题 , 便 等 于 判定 狄 氏 谓词 
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HRS. 
下 面 , 我 们 给 出 一 系列 的 引 理 ,定理 ， 用 来 证 明 ; Rak 
氏 谓 词 当 且 仅 当 它 为 归 举 谓词 - 
定理 2 FARAS ARRA. 
SISU = z + e). 
zaye = x + : + 1), 
zfy<=3e(y = z - e). 
z = y(modz)— Jel (r — y)? = 221 
T agel + P = 2ry + a), 
定理 3 REAA VOMA, 
证 明 设 两 狄 氏 谓语 P(x) 一 3eR(x,e), Q(x) = ae0(x， 
e), WE x] F J z, P m, -san Ha e 83" A e plin 
estire 而 3e 则 指 3e34...32, 《请 面 均 仿 此 ,不 再 细 述 )。 
Pix) V Q(x) = 3eP,(x,e)V 3eQ (xe) 
= 3e(P(x,e) VO(x,e)). 
Plx) A Ox) 一 3e,P,(x,,e,) A 3e;D,(x.e,) 
一 ae;3e(P,(x,e,) A Qi[z=,e;)). 
这 里 员 , 2， ARTEMA, 设 为 Pa = Pa, Qa = Qu(P., Pas 
Qu,9u 为 多 项 式 )、 显 然 ` I 
Pu = Pa V Q. = Que (Pa — Pa) (Qu — Qu) = 0 
—P.Qu + PaO — Palo — Papa = 0 
PD + P; Du = Pau + Pa Qu, 
Pa = Pa A Qu = Ou (P, — Pa) + (Q, — Qu) = 0 
—P + Ph + Qh + Qh = PaPa + 2909n. 
它们 都 是 多 项 方程 ， 从 而 忒 加 存在 量词 后 便 都 是 犹 氏 谓语 ， 于 是 
定理 得 证 . 
R yera) DKR RTAS 
Br (y = = < e + s As < y). 
定理 4 狐 氏 谣 词 对 存在 量词 ( 受 孙 或 否 ) 寺 十， 
如 前 : 设 FLX,t) 为 BeP,(x,:,e)(P, 为 多 项 式 ] R]: 
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3eP( xyei) 为 3e Beb (xee), 
=] P(x, =) 为 Be3e([e,< e A P.(x, ri, e)), 


Di ENEEK E. 
定理 5 KKARYEEHA, 即 设 M(x,y) Æ y= glu) 
AEA RRT. r Ptx,g(a)》 亦 是 狄 氏 谓 词 . 
证 明 只 x,g0))e>3e(P(x、e) 人 ce = g(a)), 由 所 设 条 件 ; 
显 见 它 为 犹 氏 谓词 . 
下 面 证 明 狄 氏 谓 河 对 受 限 全 称 量词 封闭 。 为 此 ,我 们 要 证 明 
一 系列 引 理 . 
引 理 1 设 rla) yala) $ # — (a — 1) = 1(a > 1) BJ 
(Ë y ADARE ”个 根 , 则 = 一 z(a), z = yala) 为 ay 
# RII RIRE. 
本 引 理 是 上 面 有 关 r— (2 — 1)= 1 方程 的 讨论 的 结果 。 
引 理 2 z 一 w" 为 z,u,n 的 狄 氏 谓词 . 
证 明 下 上 面 讨论 可 知 : 
xala) — y.(a)(a — u) umod2e# — u — i). 
此 外 ,容易 验证 ,着 # > 1,622 la >u, I] 2au — ë l > u", 
(IS 2 + 1 < uti an, 故 
pg — a? — 1 — uh > aH — t — g" — u" 
= "tt — 2" = (w — 2) 2 0. ) 
又 由 上 面 讨论 可 知 : xa(#) > ze， 故 如 取 = xal) 网 


2an — 1> x°, 


从 而 

u? = rs(rz,(a) — Yala (a — u), 2au — i — 1), 
RIA y = rs[a,z), y = zala), z = Yala) 等 等 都 是 狄 息 谓词 ， 
故 知 y = =" JR203KESTB FI, 


Sms y= (2 JON = C.O 为 yan A DARINA. 
证 明 容易 验证 : 
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n 
y= G ) — Be ,Be;sBe Be — 2" A ene 


AecalA (e t 1Y e= ee iti p y. el + a), 
由 此 易 得 定理 . 
引 理 4 (除数 引 理 ) 设 ortie WE p ERER RS 
m pls pln ËB. ptas, 
证 明 设 maxdv(zo s) = dv(14,5) = p, XE dlas) 表示 
s 5: 的 最 大 公约 数 , 则 有 pl <a pis XE 
s= (s, toti- etk) S(t095) 03) (tr) 
< lpp = p, 
TE 4 p SER. 
定理 6 设 给 出 两 多 项 式 Pla. …:ewysi z.) 及 
(al es Ams ys sse)» 
设 两 多 项 式 次 数 < 4, 而 两 多 项 式 系数 绝对 值 的 和 为 M . 命 (Rz) 为 
(z 为 另 一 自然 数 》M (十 itH(a 士 DCam 士 1 十 1) 
(sz 十 1))*， 则 下 列 两 公式 等 价 (可 互相 推出 ): ARAR, B 
atika) . 
(R) Veo < me,---3e,[P(a,: amtoe en) 


一 Qla LET r 7 “ea)] 
(Z) segona, a. |< A esit RC) tett 


nAP(a arcocl ten) 


Olar enact en)mod ( ?° ) 


AAA “| 
(a) 


证 明 先 证 ( 乙 ) 一 ( 甲 )， 设 已 找 出 zr, 0, 分 别 填 
和 人 ( 乙 ) 的 方 括号 中 公式 的 e, eo eb -tts ca 后 得 到 满足 因 
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s>, KE 


/rl w 
Gr on) (+ 


BD r(z=—1):.:.(r ww tw; — z), 
ERRE yS: 的 为 则 有 
(人 一切 etfar 一 1 一 3) (1) 
同 理 ,我 们 又 有 : 
(CE Dit CARET MA ARET A] 


) a<i<m., 


= G+ OC anri wg) ( mode +D: (aD 


当然 更 有 : 
G + 1)1P = (z + J)19(modr — y), (2) 
RERA EE, MR lon ME p, & 848 & < s, 
pispa B PSs. 
令 pn 一 + 一 2， 齐 用 除数 定理 于 (11)， 可 有 poz 使 得 
wz phears Y pl — > P. 
Eq #.|p(=r — y) 故 有 plem — 1) -ece HE 
再 应 用 除数 定理 ,可 有 ps, zs 使 得 
pp Pa |a; — aapi" > pr 
E nle Kaleler — r), BA pal ww 一 1) Cw — z), 
对 它 再 应 用 除数 定理 ， 可 有 porot 如 此 一 直 做 下 去 ， 对 每 个 
i(I1 所 1 所 mn) 都 有 ppr; 使 得 or, PilPja Pihi zp. 
PI! pja 
A: 


> paT > (s — n) S” RC). 03) 
又 因 对 每 个 (< i =<) BE pripis 故 必 有 
Pal wi — zp Pal? — y(= p), 
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亦 妇 wj = z,(modp,),r = 多 modp)。 上 文 的 (2) 可 变 成 ( 冰 T 
P,O Gw zr 换 为 ?而 得 六 
(z+ DP (: + 1)t 0@*(modp,). 44) 
又 因 a<r 故 
G + Plar raaz En) < R(z) < p... (GND 
(HI Oln sm: zs) < R(z) < p.. 
由 (4) 即 得 
人 二 上 Pet .enya ma) 
= (+ 1) Qlan a pm sm 
再 除 以 〈: + 1)1， 即 得 P= 0, MAR 
习 o Be (Pla: sa yas ste.) = Olar- tame en)). 
办 +? ARE y<: 的 任何 y kX S. 
Ve < Be... Be (P = 0). ` 
REE). 
BE). HALENS Wy IRH m... 
ze 记 为 zssy ls (0 < y< i), 使 得 
Pa aa Yzy," ya) = Q(a--2AYz zy) (5) 
作为 满足 ( 乙 ) 的 > (UAA e'h, TERURE FFIR IFAR: 
z>: 且 z> 所 有 的 sp EDME r (URA ea) TR 
((z + 1) Ye — (T z ERE r>: R f (24-1) te). BHR 


( r )- + 
i+I 1 2 :+1 


-(=- H- e H- i). 《6 


由 于 ?的 选取 , 右 这 各 因子 坎 与 (+1) ER tih wiii 
== ZE RARR p, 
p| g p AH i G<i<i+ 1, 
š =i 
则 有 pl 1—i E plr 十 1 一 和 从 而 plj 一 i 但 
j—i<í < z, 
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所 以 ele t1), KA P= 1, 
由 孙子 定理 ,对 每 个 i A zj 使 得 


m= zs (moa E ~ 1) CESEDA (7) 
此 外 , 显 有 
= r+1_ 
r= y (ma 1). (8) 


将 (5) 中 的 zy; 换 为 op 38 3025 r S 


Pla,- -anri wa) 
= Qla anri ao (mod (ZEA — 1) 


y+1 
因 各 因子 


7 了 士 工 -100 << 
y+1 


彼此 互 案 , 故 又 得 
Plar amr we) 
= QC a amrin im (moa ( MN D 
+ 
这 是 ( 乙 ) 中 的 一 个 条 件 、 
由 (7) 及 x 的 选取 ( 且 有 y < nf, 
CE Dea 


因 互 素 , 故 又 有 


( Dee 
+ 


此 外 ，( “ ) BARB G + Di lwo, 一 DC 一 9)。 
z+l 


六 互 素 , 故 又 有 
G+ DÚ 7 ) 


wil wi— 1). lw, — z} 


故 得 
226。 


7 w 
CoAT) 
这 是 ( 乙 ) 中 最 后 的 条 件 ， 
医 此 有 sy7ymi it wn 使 ( 乙 ) 中 方 括号 内 公式 完全 满足 . 
于 是 定 悍 得 证 . 
定理 7 每 个 归 举 谓 词 都 是 狼 氏 谓词. 
证 明 因 菊 氏 谓 词 包含 有 at emes 及 :cz 一 cs, 又 对 
王 置 ,联结 词 V ,A ,存在 县 词 以 及 受 限 县 词 封 闵 , 故 由 上 节 最 后 一 
条 定理 得 证 . 
因为 必 有 归 举 刘 词 不 是 递归 谓 高 ， 因 此 必 有 一 些 多 项 式 其 有 
解 福 不 能 递归 地 判定 。 故 得 ; 
定理 8 不 可 能 有 一 个 算法 , 利用 它 可 对 任意 一 个 多 项 式 方 
程 判定 其 有 解 性 ， 因 此 Hilbert 第 十 间 题 中 所 寻找 的 算法 是 不 存 
在 的 ,从 而 第 十 问题 的 答案 是 否定 的 . 
第 十 问题 的 解决 是 数理 逻辑 的 一 大 成 就 。 但 是 ， 必 须 注意 : 
第 一 , 当 多 项 式 方 汶 的 系数 具体 给 出 时 有 可 能 判 知 它 有 解 或 否 , 巷 
至 于 可 以 解 出 它 。 例如; ètre 0 无 解 ,而 = — y AR (a, 
4J{ 无 穷 多 个 解 ) 等 等 。 对 特 琶 给 定 的 方程 如 何 浏 定 其 有 解 性 ， 以 
及 姬 河 求 解 , 仍 值得 研究 ， 第 二 ,上 面 只 说 不 能 “判定 "， 但 却 是 可 
半 判 定 的 , 即 当 多 项 式 有 解 时 必 可 知道 ， 因 为 只 贷 依次 ( 设 该 方程 
为 m 元 方程 ) 将 《K,0,…… Rat), (Kl, Kals Kal,… 代 人 
该 方程 ， 看 看 方程 是 否 成 立 , 如 有 和解 ,迟早 (在 有 限 步 芭 内 ) 必 可 发 
现 它 的 一 个 解 。 这 全 叫做 可 半 判 定 (而 不 能 判定 )。 
有 了 上 面 的 结果 之 后 ， 关 于 归 举 集 可 以 不 必 借 助 初 基 函 数 而 
用 基底 函数 ( 少 月 全 上 算 子 ) 或 用 多 项 式 来 表示 .现在 考虑 后 者 . 
定理 9 每 个 ”元 归 举 谓词 都 可 表 成 3ef P( re rt e)= 
0) 的 形状 ,而 Panett teme) 是 诺 x 与 诸 。 的 多 项 式 。 其 系数 
为 正 、 负 整数 系数 ,而 且 P 的 次 数 不 超 过 4, 了 的 慎之 0。 
证 明 ”由 上 所 论 ,每 个 "元 归 举 谓 河 可 以 表 成 
Be(P,(ru sxa 8) = P,(zi * te)) 
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的 形状 ,引入 足够 的 空 科 后 ,可 以 把 3e(P = P) 写成， 
eln ATATA o A r) 
《新 。 较 旧 。 的 个 数 增 加 很 多 ), 而 每 个 都 是 下 列 丙 形 之 一 : 
atp =r 或 a B =, 

而 诸 afn: 或 为 诸 x 之 一 ， 或 为 诸 新 空位 之 一 ,或 为 一 个 具 条 
数字 .例如 ， 5 
(HD) Jeli + 322 + 7z; = Br, + Dre + 622). 
-可 以 先 写 出 ( 命 新 方程 为 ~: - 

mia =e Beasa ncen eee 

7 = e, eteme Bene Jenee _ 

Eat E= es e; e= em `+ x > en “n ' zx == eu 

e + en = es u 
FEPER: 

3e BeoBe(r A A... A rs), 

正如 我 们 所 断言 的 . 

RIRE r, SBX wm + 8, = v, HRGA a, + por; 
当 它 为 eop = y, 时 改写 为 ai "PB 一 7 了 1， 这 样 5 变 成 9;,， 于 
是 又 有 : 

Be(zr,A Anje + Q] + +0;=0). 

fr P= t. + QI. MRE P PJ SK NB Sl 4, PORRA. 
抽 整 数 , 而 了 的 值 之 0. 于 是 定理 得 证 . 

这 里 ,一 方面 为 了 讨 低 次 数 而 客 许 约 京 空位 任意 增多 -A 
面 , 如果 我 们 容许 次 数 增多 。 那 未 可 以 减少 约 束 空位 的 个 数 ， 时 
前 ,已 可 以 约 少 到 用 14 个 约束 空位 ,看 来 还 可 大 大 减少 

定理 10 每 个 归 举 集 都 是 基 个 具 正 、 负 整 系数 的 多 项 式 2 
(e) 的 非 负 信 域 ， 即 +€ M+>3e(x = 0(e)). 

注音 :该 多 项 式 的 值 吉 有 俩 数值 。 

证 明 WRM, r EM 将 是 一 个 归 举 谓词 , 均 将 可 
表 成 3eP(r,eT 一 0 今 命 Qleoe) = es — leo + 1)PLeo e), 
MIQ XE F RS HQ. 因为 ， 当 z€ M kh FEA ege 
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P(z,e) 一 0， 对 这 些 e E z,#r; 

Q(x,e) = x — (x + 1)P(z,e) = x — (x + e): 0 =r, 
BI z€ M — Hels = Q(e,e))(e, = (co, e))， 反 之， 对 某 a 有 
z = Oleoe) FF, jÁ (e + 1)P(eo e) = 0, Mi Peot) = 0, 
故 e€ M. AB x= c — (e + 1)P (es e) = co HI EM, 
由 此 可 见 ，x € M “>3e.0(eo,e)、 定 理 得 证 . 

大 家 熟知 ,素数 集 是 一 个 归 举 集 ,又 熟知 不 可 能 有 一 多 项 式 其 
值 域 恰 可 由 素数 组 成 。 但 由 本 定理 知 ， 有 一 多 项 式 (县 以 正 , 负 整 
数 为 茶 数 ) 其 值 域 愉 由 素数 及 负数 组 成. 


$ 54. 归 举 集 的 分 类 


前 面 讲 过 ， 递 归 可 偏 函数 的 枚 举 函 数 记 为 p:(y) 《第 * 个 弟 

归 可 偏 函数 ), 其 定义 城 记 为 we AERA Er R 
ts 一 1y:3z z = p(y) E, = (z:3y z = pely)}. 

后 面 常常 采用 这 种 记号 。，w: 叫做 第 x 4232833, E, 叫做 第 < 
个 归 举 集 . 

现在 ,我 们 进一步 对 归 举 集 加 以 分 类 ,为 此 , 先 对 整个 数 集 加 
以 分 类 . 下面, 我 们 把 这 方面 得 到 的 一 些 进展 加 以 综述 . 

首先 ,用 B, 记 归 举 集 . 

其 次 ,用 B, 记 禁 集 (immune set). 

定义 “4 为 禁 集 指 : 4 为 无 穷 集 而 且 所 有 无 穷 归 举 集 均 不 是 
4 的 子 集 ( 即 至 少 有 些 元 素 不 在 4 内 ). 
E=, B,,4 € B, 指 : 4 不 是 归 举 集 但 却 是 一 个 无 穷 的 归 举 
集 与 一 个 禁 集 的 并 , 

定义 如 果 4 一 CUD， 而 < 为 无 穷 归 举 集 , DD 为 禁 集 则 说 
CHATH. 

因此 , 必 有 一 个 无 穷 归 举 集 在 B, 内 的 集中 单纯 . 
N; Bo A B， 指 : 对 4 的 任何 一 个 归 举 于 集 B, 4 均 有 
另 一 个 无 穷 归 举 子 集 C 与 它 不 相交 ; 由 B 的 编码 未 必 可 以 能 行 地 
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找 出 C 的 编码 . 

第 五 ,用 B, 记 产 生 集 (productive set) 

定义 “4 为 产生 集 指 : 有 递归 可 偏 函数 由 ， 使 得 对 于 任何 =, 
如 果 ws 为 4 的 子 集 ， 则 g(x) 有 定义 且 $G) 为 4\ws 的 元 
3. BH 


Vz( SA — pC) | NPE) € A\ws) 
易 知 : 
G) ”这 个 分 类 是 彼此 穷尽 且 互 不 可 兼 的 . 
《2) 这 个 分 类 大 体 上 是 按 具 有 归 举 子 集 的 丰富 程度 而 排列 
的 。 越 到 后 面 会 有 越 多 的 归 举 子 集 。 
G) 对 这 种 分 类 还 可 以 再 进一步 加 以 分 类 ( 见 后 ). 
定义 ”如 果 4 的 补 集 具有 某 性 质 P, 便 说 4 具有 性 质 余 P (或 
cP). 
我 们 利用 上 述 的 对 所 有 自然 数 集 的 分 类 对 归 举 集 加 以 分 类 如 
T: 设 4 为 归 举 集 . 
(—) 如 4 又 为 余 归 举 (B,), 则 4 叫做 递归 集 (recursive set) 
(ae C). 
CE) 如 4 又 为 余 禁 集 〈 盏 )， 则 了 叫做 单纯 集 《simple set) 
(4E C). 
(=) 如 4 又 为 余 B;, 则 有 4 叫做 准 单纯 集 (pseudo simple set) 
(Ae c. 
(四 ) #ma X26368 B83, 则 4 由 做 准 创造 集 (pseudo creative set) 
(AEC). 
(五 ) 如 4 又 为 余 产生 集 (B4 则 4 叫做 创造 集 (creative set) 
(Ae co. 
单纯 集 与 创造 集 为 最 重要 ， 从 事 这 项 研究 的 人 也 最 多 。 下 文 我 们 
将 着 重 加 以 介绍 ， 现 在 先 介绍 对 BoB, 的 一 些 进 一 步 研 究 . 
先 谈 B: 禁 集 。， 有 很 多 性 质 可 以 导致 禁 集 的 性 质 . 
定义 ”4 为 肉 聂 的 cohesive set) 指 : 4 为 无 穷 集 且 对 任意 
的 归 举 集 而 言 ，4 站 B 或 ANB 必 有 一 是 有 穷 集 ， 
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定义 ” 设 4,8 为 两 个 内 素 集 , 4 与 是 C 等 价 的 , 指 :YxC4 几 
we DEBB w, 为 无 穷 )。 

定义 ”内 毒 集 4 叫做 内 梭 将 奋 的 指 : 凡 与 4 为 < 等 价 的 那些 
内 聚集 日 部 售 得 BNA EDR. 

定 祥 ”由 有 了 旦 多 个 (至 少 一 个 ) 内 聚集 所 组 成 的 并 集 巴 做 准 内 
梭 集 〔quasicohesive). 

定义 ”4 为 广义 内 梭 案 (goneralized cohesive) 增 ， 它 不 是 有 
穷 集 也 非 内 聚集 ， 但 对 每 个 eNA 或 sS a 必 为 有 穷 集 或 
ARE. 

我 们 有 : 

(D 内 聚 且 上 等 价 于 一 个 内 聚 完 务 集 OR R— OE 
AR—H XAR. 

定义 ”4 为 可 回顾 的 (retracable set) H: ARH TRAR 
由 使 得 对 4 的 任何 元 素 * er, 中 (x) 均 有 定义 * 且 当 = 为 4 的 最 小 
ARH, p) = z;4 z 非 4 的 最 小 元 素 时 ,由 (x) 一 4 的 次 小 元 
Æ. 

寄 义 ” 没 4 为 元 穷 集 ， 其 元 素 按 严格 上 升序 排 碾 co …， 
MAS f 优 超 〈majorizes) 4 指 : Yala) 2 a,), 

易 知 ， 可 以 作出 一 集 4， 它 不 被 任何 递归 全 函数 所 优 超 ， 设 
folo 包括 了 一 切 递归 全 函数 。 今 定义 : 

po 一 大 0 二 13 
BSn) = pele > glah e > fontn + 1)] 

显然 ,5 的 导 域 不 被 入 何 递 归 全 消 数 所 优 起 . 

定义 ”4 为 超 吾 (hyper immune) 指 : AXLAR, BARK 
被 任何 递归 全 函数 所 优 超 ， 

BERE: ma 6483638, 425363. 

定理 1 4 为 超 禁 集 俗 当 4 为 无 究 集 号 没有 能 行 可 枚 举 的 互 
不 相交 的 有 穷 焦 系列 ,每 个 都 能 与 4 相交 , 亦 即 俗 涯 :4 无 穷 并 且 
没有 递归 函数 了 使 得 

(VelDsN A = Ø) AY aele A ea > Diep ft 
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Dio = %)), 
E “p” EE 35 2658 ES. FEBS k'ik 2 ss 
A BIS {asasi} BISERE 22 十 35 十 -十 2, 
将 该 定理 中 的 条 御 硝 为 改变 ， 不 使 用 让 型 足 码 而 使 削 道 常 厢 
使 用 的 枚 举 足 码 ,小 得 超 超 禁 集 . 
EX ADBREAK: 4 为 无 穷 集 且 没有 递归 函数 f 使 得 


Welw NA = BJA Ye Veke 2 e — Dre N Dien = @)). 


可 以 证 明 , 如 和 4 为 想起 禁 集 , 则 4 为 超 禁 集 ， 从 而 亦 是 繁 集 。 

我 们 有 : 

(4) 广义 内 紊 一 (5) 无 穷 集 但 没有 无 穷 的 可 区 丽 了 集 一 
(6) 超 超 禁 集 一 >( 站 超 禁 从 一 >(8) 禁 集 . 

定义 ”4 是 不 可 分 解 的 indecomposable) 指 : KEERA 
举 集 B.B, 使 得 BOB = @, ASB,UB;, BNA 1; BNA 
均 为 无 穷 集 . 

定义 4 是 递归 不 可 分 解 的 【recursively indecomposable ) 
指 : 上 定义 中 B.B, 互 为 余 集 (从 而 BoB: HAPHE). PEI 
不 存在 一 个 递归 集 P, E BNA 与 BSD A 均 为 无 穷 集 . 

定理 2 如 4 不 可 分 解 , 则 4 是 递归 不 可 分解 的 ; 如 4 Eg li 
不 可 分 解 的 , 则 4 是 禁 集 。 

BERITE: 
《2) 内 聚 一 (9] 4 不 可 分解 一 (10) 4 递归 不 可 分 解 一 -(8) 禁 集 - 

台 并 以 上 结果 , 可 得 下 表 ; 
DAN 


CD- 一 (0 人 


(9 一 (10) €) 


还 可 证 明 ,其 它 的 贡 系 是 没有 的 * 即 送 荀 洒 不 成 立 ， 此 外 。(3) - 产 
《10:(9)- 关 (7), 故 只 有 表 中 所 列 的 各 荀 池 式 . 

刀 果 肯定 其 衬 集 是 归 举 集 , 这 时 祖 应 起 记 为 1) :2) 等 ， 则 
有 下 列 关 系 : 
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x[3)*t —2—/(4)*—>(5y*(6)*—>(7)*-—(8)" 
(D2) Wasa 
orao” 


382185 (#0(1)*(2)*,(9)*(10)*,(6)*206)9) AREARE. E 
BARRA ERR h (3)*2>(10)*,(9)*-2>(6y*, 

设 4 为 归 举 集 . 

EX ”如果 4° 为 内 聂 集 ， 则 了 叫做 航 大 集 (maximal set). 

定义 ”如 果 ADABA, HA AR, NAg A 
(hyperhuyper simple), $8% £k (hyper simple), š ph (simple) 
R. mE 45 为 递归 不 吾 分 解 的 ， 则 4 叫做 7 RAR C -maximal 
st) 

当 4 为 归 举 集 时 ，4 只 可 能 是 上 表 中 有 * 的 七 种 《而 不 是 干 
种 ,其 中 重要 的 只 奇 这 四 种 )， 现 在 青 讨论 B 

定义 ”如 果 C 为 无 穷 集 ， 而 4 内 任意 一 个 妥 举 子 集 8 均 只 有 
有 限 多 个 元 素 在 C 之 外 , 即 C 无 穷 AV AHR BETA 一 -BN 
C* 为 户 限 集 )、 这 时 ,我们 便 说 C 是 < 的 一 个 中 心 . 

我 们 知 首 ， 4 6 B; 指 有 一 集 避 在 其 中 单纯 如果 < 有 一 
BA His MUD 4 < Ba; 如 果 式 有 一 个 非 递 妇 的 归 举 的 中 心 ， 
则 说 4 < Bw; WAARA RR EDT €B MH 46 Bp; 显 
然 、 吾 : 一 BaU BxU Bn. 

据 此 ,如 果 4 是 非 递归 的 归 举 桌 ,但 AS€ Bas Bx, Bas 则 说 
AE CuCn Ca. Bo Ci = CaUCnUCs. 

有 些 人 将 Cnt Cy 叫做 准 单纯 集 , 而 将 CsU C. 叫做 准 创 造 
*. - 
当 AEC 时 , 则 (2z;z € AY EE C, 中 的 一 个 集 * 而 Ax 
N, Bl 1CGG,.52:28 ANDEN} 便 是 C PIAR, 至 于 Cx, Cp 地 
已 知 是 非 空 的 。 有 关 CoC BIFE RIEDE. 


$ 55. 产生 集 与 创造 集 
产生 集 是 和信 们 最 先 研 究 的 一 个 非 归 举 集 ， 创 造 集 见 是 人 们 最 
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先 研 究 的 一 个 非 递 归 的 归 举 集 。 现 在 我 们 比较 详细 地 介绍 官 。 

定义 ”4 为 产生 集 指 : 有 一 个 递归 苞 数 中 使 得 ; 

Welw SA — p(s) AP) € Aw) 

而 ele) nik ADFER. 

凡是 非 月 举 柴 都 有 下 列 特 性 : 对 它 的 每 个 子 集 o, 既然 4 与 
它 不 等 ， 就 有 一 元 素 》( 与 x HR, WA pG 使 得 ?e A\ws. 
但 是 ,一 般 烛 不 是 可 计算 的 , 即 四 不 是 北 归 了 医 数 。 如 果 乡 是 递归 也 
数 , 那 末 4 便 是 产生 集 了 。 

定理 站 上面 讨论 过 的 Re 一 [z: rë Y 便 是 产生 集 之 一 . 

证 明 因为 ,如 果 x WE z € we W| fE Kr 的 定义 必 有 ze KS, 
从 而 WEK, WME wK, Wy Ewe 从 而 ERK w 于 
是 , 1, EEK tA Eb, 

定理 2 如 黑 4 是 产生 集 , 则 4 有 一 个 无 穷 归 举 子 集 . 

证 明 设 了 的 产生 隙 数 为 定义 函数 8 如 下 ， 命 空 集 多 的 
标 码 为 z. 

g(0)— z. 

g(Sn) = Aera) 这 里 z, 是 {0s g0 en 的 
ES. HT e, SA, H blr) BEAZ., 显然 gink- 
一 的 , 故 8 的 值 域 是 元 穷 域 ， 于 是 只 须 证 明 8g EARN. 

由 这 定义 易 知 ，& 是 递归 的 ， 但 可 以 更 具体 地 证 了 明 它 。 由 
4 一 w nE DRAMAREN Ale) 与 ease) 使 得 ; 

wiw 一 [r] Biy 一 ed Wy, 

于 是 命 ?为 空 集 的 标 码 ,而 先 定义 医 数 Ke) 如 下 s 

(0) = m; 

K(Sn) = HRDRCA R) 
BW KC(Ss) 便 是 eso Ék gle) = gG) 从 而 & 是 递归 的 - 
定理 得 汪 . 

定理 3 如 4 为 产生 集 , 则 和 4 有 一 个 无 穷 的 递归 子 集 ， 

证 明 因为 每 个 无 穷 的 归 举 集 都 有 一 个 无 穷 的 递 轨 于 集 . 

定理 4 产生 集 4 的 产生 耳 数 可 取 为 递 扫 全 耳 救 。 


"234. 


证 明 ” 设 已 知 产生 集 4 的 产生 函数 必 〈 它 为 递 扫 可 偏 函数 ) 。 
今 先 定义 一 函数 & 如下, 显 热 下 式 所 定义 和 的 1 RRT RRM: 
PG) 23 <€ K hf; 

Koz) = Í _ 

1 当 sēK hj. 
根据 ; 一 m 一» 定理 ,应 有 递 旺 全 函数 gr) 使 得 
Pinky) = fus ray), 

试 有 效 地 枚 举 天 的 元 素 为 toko kee. 再 造 函数 上 如 下 : EA 
zy 逐步 交替 轮流 地 计算 $G), @0(g(K.z)),o(e(k.rz)),-... JR 
首先 有 定义 的 记 为 AG), WJ) Aa 必 是 全 函数 ， 反 设 并 z) 无 定 
X, R) Helkor))s PHelkor))h tes EEX, MHH ye K, 
PUn) BELEX B-m, 4 s€ KS Mi, Peu) 一 1 
(SERR 可 见 g(w, n) 是 处 处 发 苑 函数 的 一 全 编号 ， 这 动 纺 
号 也 就 是 空 集 (作为 处 处 发 散 函 教 的 定义 域 ) 的 一 个 编号 .由 于 史 
是 4 的 产生 函数 , 故 @(g(s,z)) AEX (BÆ 4\wsew,rw 的 元 
E). Ék Kr 一 {w: glwsxo)}, 它 是 雍 归 全 配 数 glar) 的 值 域 ,应 
REŽ. 与 上 面 所 得 的 结果 矛盾 。 故 知 IO) 是 全 函数 ， 

此 外 ,#5 又 是 集 4 的 产生 逆 数 ,因为 qp. pra ns Pria" "的 
定义 域 者 是 柜 问 的 ,都 是 ws* 改 无 沦 取 那 一 个 (只 要 有 定义 ), 它 都 
是 《4wr， 故 4 是 集 4 的 产生 基数 。 于 是 定理 得 证 . 

注意 ,最 初 引 人 产生 举 的 Post， 其 定义 便 要 求 产生 函数 是 全 
HR. 
定理 5 RASER, Y — BHARR! 使 得 ze 4 恰 

当 大 ec RB (IRI A) = B, FAB) = 4), 则 8B 必 是 产生 集 . 
广 意 ,这 时 训 说 4 可 wm- 化 归于 B( 记 为 A< aB), 后 面 再 详 
细 讨 论 . 
证 明 设 4 的 产生 函数 为 *。 再 命 wB, MWA 
: Fw ) EIB 一 人， 
IB 站 (ws) 是 归 举 的 ， 命 其 标 码 为 2， 即 P Co.) 一 we。 既然 
zs 径 4， 由 于 是 4 了 的 产生 函数 ， 将 有 0) EA\wss 从而 fg 
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G))e KAYMCo,), EB Hg(z))E BVws、 但 由 s 一 m 一 # 定理 
得 知 ,应 有 一 个 递归 全 函数 KC) 使 得 wan = Fw) M e= 
AG). REI: SEEME Bwe 从 而 KERE 为 召 的 
PERAR LH B 25 NER, PAHE. 

下 面 的 定理 可 以 给 出 极 多 的 产生 集 。 

定理 6 如果 对 是 一 元 递归 函 教 集 ， 包 括 处 处 无 定义 函数 如 
但 不 包括 全 体 一 元 函数 , 则 B = {rp E M) 是 产生 集 . 

证 明 因 对 不 包括 全 体 一 元 盘 数 , 取 Be)EMt 今 定义 ry) 
如 下 : 
` O) H rew 

fe, =Í 要 
somn TR MA ARAR 和 ce) 使 得 
Irs) = Pro Cy). 
于 是 我 全 有 : 
e) r€ m; 
Pole) = po z sz. 
BD kae B H xEw:。 故 当 定理 1 及 定理 5 可 知 ，B 为 产生 
z. 
推论 集合 drd: 不 是 全 函数 } 是 产生 集 - 
例 dridele) * Ole)} 
dricw e 为 具体 数字 ) 
{z:eeEsMe 为 具体 数字 ) 
REFER. 

现在 绸 说 创造 集 。 WH 4 为 归 举 集 , 而 又 为 余 产 生 集 , 则 4 叫 
HIER. 

创造 集 的 基 简 单 例子 是 K = [x:z € wx}， 因 为 已 知 它 是 归 
些 集 ,而 上 区 又 证 明 天 一 {x:xEws} 是 产生 集 , 所 以 kK EEE 
集 ， 可 到 说 它 呈 当 举 集 串 判 定 问 枉 最 难 的 集 ， 到 为 所 有 上 归 举 集 的 
痢 定 问题 都 可 化 归于 它 ( 停 机 问题 )， 

另 一 个 重要 区 产生 集 是 ， 数论 中 的 真 命题 集 与 假 命题 集 。 
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“根据 Göde 的 讨论 , 如果 MG, r.) EBR 28 a B 181, : 
则 在 一 阶 逐 辑 内 可 作 一 个 公式 P(z,-..,z,) 使 得 对 任何 自然 数 
ao as 而 言 , 《2 8, 为 一 阶 逻辑 中 表示 arroas 的 数 
P) KE M(a,……，an) 成 立 恰 当 Plastr) 为 真 。 

因此 ;对 KK 而 言 ,我 们 知道 + K 是 归 举 谓词, 故 有 原始 递归 
谓词 R(z, y) 使 得 z€ K——3e R(z, c)，R 即 是 原始 北 娄 谓词 ， 
故 一 阶 膛 辑 中 有 一 公式 Q, E Rasa) RYS Qs a) 为 
真 。 从 而 <€ Kea R(x,e) ROl, e) 为 真 . k 
—ae0(z,e) 为 真 . 
` “如 对 公式 进行 编号 , 第 * 号 公式 暂 记 为 9*， 极 易 求 得 一 个 原 
ARDER e) EEO AR gCx) 号 公式 . 即 Oaz 
这 样 便 容易 得 到 下 列 定理 ， 

定理 7 一 阶 逐 辑 的 真 公式 集 及 假 公 式 集 都 是 产 生 集 , 亦 即 
T = fn36。 为 真 } 及 F 一 (n:6, 为 假 } 均 为 产生 集 、 

证 明 me Kce>zER 

maae) 为 真 
air: em 为 真 } 

` gla) e T, 
依 上 定理 ,由 于 天 2 为 产生 集 , 故 工 亦 为 产生 集 。 同 理 为 产生 集 . 

定理 8 设 凡 为 一 元 递归 压 数 的 集 , 命 4 一 {rip M) (BH 
对 的 元 素 的 标 码 集 ), 如果 4 是 非 空 的 归 举 集 ,又 非 全 集 , 则 4 是 创 
造 集 . 

证 明 既然 4 是 非 空 归 举 集 又 非 全 集 ， 如 果 它 合 有 处 处 无 定 
LHRH 以 ce), 由 上 定理 6 知 , ARMER, FE. É Pet, 
再 由 定理 6 ,4 是 产生 集 , 于 是 4 便 是 创造 集 . 

例 A= {riw + D) 是 创造 集 ( 它 显然 是 归 举 集 、 非 空 又 
非 全 集 )- 

创造 集 一 个 明显 的 特征 是 : 

定理 9 每 一 个 创造 集 的 补 集 都 有 一 个 无 穷 的 递归 子 集 . 

创造 集 是 最 早 发 现 的 非 递 妇 的 归 举 集 ， 入 们 寻找 非 北 归 集 时 
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当然 利用 它 的 不 能 判定 性 , 景 早 找到 的 当然 是 最 难 判定 的 ,从 而 找 
到 了 便 造 集 ( 停 机 向 题 )， MARRIR KEERA RE A 
村 问题 可 化 归于 它 " 的 。 即 都 至 少 和 停机 问题 一 样 地 难于 判定 的 。 
因此 ， 找 来 找 去 都 只 找到 创造 集 。 人们 不 禁 要 问 : 非 递归 的 归 举 
集 只 有 创造 集 一 种 吗 ? 为 此 ,Post 作出 了 另 一 种 非 北 妇 的 妇 举 集 : 
单纯 集 ， 


§ 56. 禁 集 与 单纯 集 


EX 4338818: 4 为 无 穷 集 但 每 个 无 穷 的 归 举 集 部 非 < 
的 子 集 ( 即 都 与 4° 有 公共 元 案 ). 

定义 ”4 为 单纯 集 指 : 4 为 归 举 集 又 为 余 禁 集 。 

定理 1 单 地 集 不 是 递 片 集 ,也 不 是 创造 入 . 

证 明 如 果 4 为 单 缉 集 , 则 4° 为 无 穷 系 且 每 个 无 穷 归 举 集 都 
与 4 不 同 , 即 4° 不 能 是 归 举 棠 , 故 4 不 能 是 递归 集 . 

由 于 每 个 创造 全 4 的 补 集 部 有 一 个 无 穷 的 归 举 子 集 、 改 其 补 
集 决 非 禁 集 , 从 页 4 决 非 单纯 集 。 

定理 2 存在 一 个 单纯 集 , 从 而 存在 一 个 非 递归 的 又 非 创造 
的 归 举 集 。 

证 明 ñr C= {(1,)[y E wAY > 2x]，C 显然 是 妆 举 贷 。 
BETIERE CAF. HEA r 选取 * 使 《+,z》 在 排序 中 
最 茸 , 即 

C' = ((x,zy|(x,zy€ C AVe(Xz,ey € 
C —(z,zy<(z,ey)1 ` 
RJ C' 亦 是 归 举 集 由 * Rr HBR EBHREN. Airs 
ARARA, AM 5 一 {yech 今 证 $ 是 单纯 集 . 
FECE RARMAN. 

其 次 ,由 于 作 芒 ,在 {0;1,.…,24} 中 至 多 只 有 个 整数 出 现 
ZS 中 性 可 任意 ), 的 Sc 是 无 穷 的 、 

TEB PS58423 wao ERREA RES ro 由 作法 ,wm 
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中 必 有 z 使 得 《xsye C, Bl rew NS, AI e, 不 是 5 的 
. 子 集 , 故 5 是 单纯 集 。 证 完 . 

定理 3 有 无 穷 多 个 集 使 得 它 与 它 的 补 集 都 是 禁 集 - 

证 明 命 B= {rw 为 无 穷 集 }. 今 将 B 的 元 素 按 大 小 排 
E. RREK bebita 而 相应 的 ww 省 记 为 Dia 

依次 全 出 数 对 (rra) WF: 

ls) 为 所 的 最 小 两 数 且 x< x. 

Dano tand) 为 Den 的 大 于 u DENAR B Vin < e 
再 从 Da ea) PERR (y, R ra), 队 而 组 成 一 集 4， 则 4 及 
AS 都 证 禁 集 ， 因 为 4 与 45 都 与 每 个 归 举 集 有 公共 元 素 . 由 于 选 
取 方 法 无 穷 多 种 ( 共 2* 种 )。 赦 有 无 穷 多 个 这 样 药 集 。 
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第 六 章 判定 问题 


5 60. 个 别 问题 与 大 量 问题 


正 象 在 数论 中 我 们 要 区 分 函数 与 谓词 一 样 (前 者 以 自然 数 集 
为 入 域 ,后 者 以 { 真 , 彼 } 为 值 城 ,至 于 定义 域 出局 是 让 然 数 集 )， 人 在 
数学 问题 中 我 们 亦 可 以 区 分 为 求 作 题 与 问答 是 ， 以 个 体 ( 即 自然 
数 ) 为 答案 的 时 做 求 作 题 , 而 以" 是 、 否 "为 答案 的 便 是 问答 题 . 

求 作 右 的 例 三 是 : 〔1) 求 大 于 12 的 一 个 素数 ，(2) m s n 
的 一 个 公约 数 . 

间 管 题 的 例子 是 : 【3) 257 是 素数 吗 ?《4]m W r 59 

间 是 中 如 果 不 含有 变 元 (参数 ) 因 而 答案 是 具体 的 数 人 求 作 题 ) 
或 具体 的 “是 、 否 "的 如 做 个 别 问题 ;如 果 省 有 变 元 (又 叫做 农 赖 于 
参数 的 句 题 ), 其 答案 一 般 不 能 马上 给 出 而 须 待 参数 之 佳 给 出 后 才 
能 给 出 具 杀 答案 的 便 叫 做 大 量 问 题 ， 

实际 上 ， 这 只 是 对 初学 的 才 是 人 这样。 一 般 说 来 ， 如 果 富 用 变 
元 ,部 使 参数 之 值 未 曾 给 出 ,我 们 仍然 克 以 使 用 含有 变 元 的 公式 作 
为 大 量 可 答题 的 答案 ,使 用 含有 变 元 的 项 作为 大 量 求 作 题 的 答案 . 
换 习 话说 ， 可 用 含有 空位 的 公式 ( 即 谓词 ) 或 项 ( 即 函 数 ) 作 为 这 两 
类 大 量 雪 的 答案 . 

其 至 十 个 别 的 求 作 王 或 问 管 题 ， 经 常 也 不 能 只 写 一 个 数字 或 
愉 写 “是 、 否 ” 详 作 答 , 而 舌 富 用 算 子 或 量词 (这 时 须 使 月 约束 空 
位 ). 例 如 ， 

AmE EA LRA AER? 
WRAAE E R E, MAEHE TERA EMA 
PREE ADE ERR RAHAAN rG) SSE 

PG) >x H pG) GARW. 
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要 对 这 个 问题 作出 信服 人 的 否定 解答 ,最 好 给 出 一 个 数字 ,使 得 
z > s — x 不 是 素数 。 

这 个 问题 虽然 是 个 别 题 ,但 用 数理 逻辑 的 公式 表示 时 却 是 : 

Veiaeaes > e1 A Pr(es)), 

要 判定 它 的 真 很, 却 与 公式 o, > se,APr(es) 的 各 种 真 假 值 有关， 
不 应 简单 地 荞 测 而 说 "是 ”或 “ 敬 ” 作 为 解 管 . 

当然 归 杠 到 宕 ,不 论 出 于 猜测 与 否 ,只 要 辐 答 "是 "， 便 算 给 了 
正确 的 答案 .但 必须 知道 ,正确 的 答案 是 基于 上 面 那个 含有 空位 的 
公式 [ 即 谓词 ) 的 各 种 信之 上 的 ， 在 找寻 管 案 时 ， 该 谓词 仍 应 该 厂 
完 ， - 

BEID ERARE RERAN 
8, HARRERA ANARD AKRITI 
定义 : 

-定义 RAAE: “Ales O, z.) BU”, WRA 
Alten) 是 月 举 谓词 , 即 有 一 个 原始 递归 函数 Ceh 使 得 
dx ro) esr so) = Ke)), 
恒 说 该 总 题 可 以 半 判 定 , 如 采 4 是 余 归 举 谓词 , 即 有 原始 递归 函数 
Ke), E4 
TAL es ta) Ae aa) = fe)), 

风 说 该 问题 可 以 负 兴 判定 , 当 4 既是 归 举 又 是 余 归 举 时 , 便 涪 该 间 
题 可 以 (完全 ) 判 定 . 

通常 而 作 的 定义 是 : 

定义 “如果 4 的 特征 肖 数 ( 必 是 全 函数 ) 是 递归 全 还 数 时 ， 便 
说 六 问题 可 以 (完全 ) 判 定 . 如 果 4 的 半 特 征 又 数 ( 风 < 真 时 其 值 
为 6。 有 #4 假 时 它 无 定义 ) 是 递归 (可 偏 ) 函 北 ， 便 说 该 向 题 可 以 半 掀 
=. 

由 前 章 所 论 可 知 ,这 两 个 定义 是 一 样 的 ,我 们 的 定义 是 以 页 始 
BOBAYE TURISM. 
ATRAE, PRDEL SHORERE, 4 
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定义 设 有 求 作 题 : 求 4( ma nad ZE. WR AG... 
z) 可 补 全 为 递归 全 函数 ， 则 说 该 求 作 题 可 帘 全 解 来 。 如 果 
(as 88) 只 是 递归 信函 数 (不 能 补 爹 )。 则 说 该 录 作 题 可 以 半 
解决 。 如 果 Aoo ord) 连 递 呈 偏 函数 也 不 是 , 则 说 该 求 作 区 
完全 不 能 解决 

现在 我 们 也 改 用 " 原 给 递归" 语言。 利用 归 举 性 而 另 作 定义 如 
F. 

EX BARME R 4(m。- .szs) ZA. WRAK 
BSRRBA 4( zu csr) BENERA WMA- 4 BU8i8 
归 通 数 hle) EE 4(m 5) 有 定义 时 ,有 。 使 得 

Khile) = Sa ze》 Ñ LICE) = SA sz 
RJBYOREBISPDUOEWA. MRAN RARES EE 
4 无 定义 的 地 方 , 亦 则 有 一 原始 递归 函数 Ie) 使 得 Aro 
z.) 无 定 文 时 ,有 。 使 得 He) 一 SG... xa), RRR 
以 完全 解决 f 

定义 中 的 foh 可 以 合 而 为 二 ， 亦 妈 我 们 有 ; 

定理 1 REER 4(zu yx。》 之 值 ”可 以 完全 解决 恰当 
有 一 个 拨 始 递归 函数 全。), 使 得 

当 Alnor) 有 定义 时 ，ae(j(e) = Q ,SC ze), 
SAG tora) D3 

当 AG. xn) 无 定义 时 ，ae(j(e) 一 《ms Fa) d 
9). 

证 明 ( 污 者 自 证 》 

当 我 们 完全 发 展 了 递归 (可 偏 ) 函 数 后 ， 当 然 以 使 用 日 定 义 为 
方便 ,但 如 果 基 于 原始 递归 范 数 ,我 们 也 仍然 可 以 深 人 研究 可 判定 
Ë, 

最 后 ,我 们 必须 强 渭 一 点 。 当 我 们 说 某 癌 答题 “4(e》 不 能 半 
RETRA AO 完全 不 能 判定 * 时 ， 只 是 说 谓词 AO ER 
性 质 ,而 不 是 说 当 。 只 体 给 出 后 4(a)》 有 这 种 性 质 ， 例 如 , 即使 
“4(z) 不 能 判定 “或 “4 tz) BERENE ES a REREN, 
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Al 可 以 是 可 判定 持 ,甚至 于 对 一 切 具 体 的 e Ala) 都 是 可 以 
判定 ,这 一 点 也 不 奇怪 。 正 如 对 厌 始 递归 函数 的 枚 举 函 数 gr) 
而 高 ,作为 o * 对 二 元 函数 而 言 , 它 不 是 原始 递归 尔 数 , 但 对 一 个 
要 体 的 !。 甚 至 于 对 每 个 具体 的 o gsr) WERE 的 一 元 的 ) 原 
始 递归 函数 .我 们 必须 注意 这 点 , 才 志 避免 犯错 误 ， 


$ 61. 基本 的 不 可 判定 问题 


当 给 出 一 个 求 作 题 或 问答 题 ， 如 果 问 题 本 身 不 是 数学 问题 而 
是 物 涅 化学 问题 , 或 自然 科学 的 问题 。 甚 变 于 是 日 常生 活 的 问题 
那 来 首先 要 做 的 第 一 步 便 是 把 这 个 癌 题 化 成 数学 问题 ， 这 步 工作 
力 于 应 用 枉 方 面 ， 不 在 我 们 讨论 之 列 。 我 们 假定 已 经 化 或 数学 问 
题 了 ,以 而 讨论 数论 的 谓词 与 函数 ,并 假定 已 缀 给 出 该 月 词 与 函数 
T. 

所 谓 " 已 给 出 谓词 与 函数 "， 这 总 指 什么 呢 ? 是 不 是 指 已 给 了 
使 该 谓词 成 真 的 数值 表 ? 已 给 出 了 该 函数 的 值 表 ? 这 不 够 妥当 . 
因为 通常 所 谓 已 知 一 函数 ,很 少 是 知道 其 值 表 的 、 对 数 夯 数 、 三 角 
函数 的 值 要 查 表 才 能 知道 ,即使 乘积 , 除 九 九 表 以 外 ， 其 它 的 秋 积 
大 都 是 要 经 过 计算 才能 知道 ， 而 且 如 果 假 定 已 知 一 递 轨 可 偏 函 数 
的 值 表 、 那 来 该 函数 在 什么 地 方 有 定义 已 经 知道 , 谈 不 上 "判定 其 
TAR RRE EAA FERDA RE ARAR”, RE 
义 域 是 无 法 完全 判定 的 ,这 时 更 无 法 作出 函数 值 表 .因此 ,我 们 不 
应 该 急 定 根据 一 个 函数 的 值 表 来 讨论 . 

我 们 定义 一 函数 时 很 少 始 出 一 个 一 个 的 函数 值 ， 和 而 是 给 出 函 
数 的 运算 规则 或 者 范 数 的 组 成 过 得 、 因 些 ， 所 冶 的 谓 放 及 函数 庙 
该 久 给 出 该 谓词 或 函数 的 组 成 过 程 为 主 

我 们 上 面 得 到 递归 ( 亏 偏 ) 函 数 的 (一 元 ) 通 用 函数 p(y). 无 
沦 是 就 有 限 步骤 汁 算 对 的 定义 方程 ,或 是 十 机 器 的 通用 程序 ,实质 
上 都 是 月 该 函数 的 组 成 过 程 (计算 程序 ) 来 作 标 码 的 ， 此 外 如 果 汉 
递归 (可 偏 ) 函 数 看 作 由 初 基 函 数 经 过 求 根 算 子 而 得 到 ， 因 而 利生 
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初 基 通 汐 的 校 举 来 枚 举 递归 (可 偏 ) 函 数 ; 这 时 初 基 辆 数 的 枚 举 也 
是 根据 初 基 妙 数 的 组 成 过 稚 而 作 的 。 总之， 这 有 盟 记 列 举 的 名 种 可 
能 的 对 函数 的 枚 举 ， 实 质 上 都 是 由 核 举 的 标 码 来 反 陵 函数 的 给 或 
过 程 的 这样 的 枚 举 一 般 叫做 标准 枚 举 . 我 们 也 使 用 这 种 枚 举 ， 
,列举 如 下 : 

定义 ”上面 所 说 的 有 关 递 归 (=I 18) 国 数 的 枚 举 函 数 沁 为 
P), HEUREA wo AERD En p0 叫做 递归 (可 偏 ) 
HRACIE, we E. 叫做 半 递 归 集 、 归 举 集 的 标准 榨 举 ， 此 
外 ,已 知 其 确切 元 素 的 有 限 集 [aai odas 取 标 码 为 “一 2 十 
22 + --- 十 2 ， 这 种 标 码 叫 做 正 码 枚 举 ， 记 为 D。。 

在 本 节 中 我 们 讨论 有 关 pO) 《作为 二 元 函数 ) 的 判定 问题 ， 
特 叫 仇 基本 的 判定 问题 , 它 是 有 关于 一 个 特定 函数 pe(?) 的 判定 
的 。 

最 重要 的 一 条 定理 ,是 我 们 后 面 讨论 的 出 发 点 的 .是 : 

定理 1 《停机 问题 )“gp=(*) 有 定义 吗 ” 只 能 半 判 定 , 不 能 负 
半 判 定 , 从 而 不 能 完全 刘 定 . 

证 明 作为 二 元 函数 nO) 是 泣 归 (可 偏 ) 函 数 , 从 而 p. Ca) 
是 一 元 涪 归 函数 ,次 “qtx) HEUD TUEA. HKEE 
FERRE Opa) p) 有 定义 时 它 必 为 0. (2 p(x) 
元 定义 时 它 也 无 定义 .》 

现在 证 角 它 不 能 负 半 判定 .如 果 它 可 负 半 判定 ， 世 立 有 一 递 
Ia Pk g(x)， 使 得 ` 

gG) 一 0， 当 ple) 无 定义 时 ; 

= L, 3 po 有 定义 时 . 
它 嗓 是 泣 归 可 偏 函数 ， 应 有 一 数 m 使 得 re) 一 pmtw)。 这 时 我 
们 便 将 有 : 
Pale) 一 0。 当 pstx) 无 定义 时 ; 
= 1, 3 p) 有 定义 时 . 
将 x 代 以 m" 便 得 : pm(m) KEXA pntm) 无 定义 ,这 是 一 项 
m. 故 知 pG) 不 能 负 半 判定 ,定理 得 证 。 ' 
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“ple AEL” 时 ， 计 算 函 数 pO 的 机 器 将 会 在 x tt Ik 
机 (有 结果 }， 改 本 问题 叫做 停 宙 问题 ， 因 此 ， 停 机 问题 只 能 半 涧 
定 ， 不 能 完全 判定 ， 它 也 是 1 换 位 论 中 “ 尾 给 一 项 它 有 上 典范 形 吗 ” 
的 问题 . 

这 是 最 先 得 到 的 不 能 完全 判定 的 问题 ，Turing 首次 设计 他 
的 计算 机 器 时 , 便 首 先 得 到 这 条 定理 《Church 也 首先 证 明 有 无 典 
范 异 问题 是 不 能 完 金 判定 的 )。 

与 这 有 关 的 是 : 

定理 2 xe w, 问题 只 能 半 判 定 ,不能 负 半 判定 ,以 而 不 能 完 
全 和 判定 ， 

w, 是 ple) 的 定义 城 。 re w, 便 表 示 “qps(x) 有 定义 ”, 故 
杰 定 理 实 员 上 与 定理 1 相同 . 

后 面 我 们 使 用 : K 一 (z;z6 w} KE = (z: é wj 因此 ,KK 
是 归 举 集 但 不 是 递归 集 ,而 Kr 甚至 于 不 是 归 举 集 . 

推论 。 有 一 个 递归 半 函 数 (z) 使 得 问题 +€ Dom(#) 与 
z€ rangt#)】 均 上 只 能 半 判 定 而 不 能 负 半 判定 ,从 而 不 能 完全 判定 . 

证 明 这 函数 4 可 如 下 定义 

jC) 一 1 Ë oO 有 定义 时 ; 
O UL, Ñ g(x》 无 定义 时 . 
PR, z€ Dom(h)—>x € rang( à) (z) 有 定义 ， 于 是 断言 得 
证 . - 

定理 3 HEU) fp) = z 2" (DYE ple) 的 定义 
域内 吗 ?”(3) “y 在 pele) 的 值 域内 吗 ?“ 都 只 能 半 判 定 , 不 能 
APAE, MERAT EHE. 

证 明 《1I) 的 半 兰 征 函 数 为 cq(9e(yJ,)， 为 递归 可 人 篇 函数 ; 
《2) 可 表示 汐 3e(q:ty) 一 “)， 而 作为 二 元 函数 而 言 ,p-C》 为 递 
妇 可 偏 函 数 ;(3) 可 表示 为 3e(qps(e) 一 了 )， 从 而 , 它们 都 是 站 半 
判定 的 。 现 再 证 它们 不 能 负 半 判定 性 。 

O) £ @(z,y) 定义 如 下 : 

中 (x，》) = 0, 当 palx) 有 定义 时 ; 
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一 上 ， 当 gp:(*) 一 上 时, 
ks- mn 定理 ,应 有 一 个 全 着 归 函数 4, 第 得 
Pany) = pry). 
我 们 有 : pa) 有 定义 < plr, 0) = tepa (0) 一 0, M 
Pam} = z 
可 负 半 判定 , 则 prolO = 0 RAT, MAN pl) 有 定义 恕 * 亦 可 
负 于 刘 定 ,与 定 涅 1 矛盾 ， 
(2) 黄 至 于 其 特例 “y, 在 ple) 的 定义 域内 吗 ”也 不 能 负 
判定 ， 先 定义 blr, ) 如 下 : 
(ay) =y 当 opla) 有 定义 时 ; 
= 1, 3 my 一 工时 . 
由 了 一 所 一 # 定 事 ,我 们 又 有 一 个 全 递归 函数 h(x)。 使 得 
Prw) 一 (z, y). 


长 


+E 

P) EER Hay) = ypu) = y RA y), 

x(#) EEX pley) 一 上 mwly) = LOIRA y), 
从 而 对 某 个 nm, EA 

qztw) 有 定义 >y。 在 piole) 的 定义 域内 。 

如 果 “ 为 在 pe) 定义 域内 可 负 兰 判定 ", 则 amte] 亦 可 , 从 而 
“gx(x) 有 定义 吗 * 亦 可 :与 定理 第 导 。 

OAD. BARNA p) 有 定义 <>y， 在 pae) 的 
RA”. 

于 是 定理 得 证 . 

定理 4 下 列 问题 不 能 完全 解决: 

(D ple) AFAR Yelp) = 0). 

(2) plo 为 常 入 函数 3mye(ge(e) = c). 

(3) @,(e) = ple). 

证 明 【1) 显 然 是 (2) 的 特例 ,(2) 又 是 (3) 的 特例 ，(3) 又 可 化 
妇 为 (1X( 因 为 (3) 即 间 ，eq(ys(e),ypy(e)) DFR. MAEN 
问题 实际 上 是 一 致敬， 
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令 pley) = 0, 当 pA 有 定义 时 ; 
=1, 当 pelr) 无 定义 时 . 
# r— m —n 定理 ,有 递归 全 函数 kG) 使 得 
Pua) = prsy) 
我 们 有 : 
Plr) 有 定义 <pito(e) AFAR. 

左边 不 能 完全 解决 故 右边 亦 然 , 从 而 (1) 不 能 完全 解决 .于 是 (2)， 
(3) 也 不 能 完全 解决 .定理 得 证 。 

我 们 还 有 一 个 应 用 范围 很 广 的 定理 ， 它 包括 上 面 的 好 些 定理 
作为 特例 。 

定理 5 (Rice 定理 ) 设 对 为 递归 (可 偏 ) 函数 集 ， 非 空 又 非 
全 集 , 则 “9:(=)e M ”不 能 完全 解决 . 

证 明 ”因为 M 婚 非 空 集 又 非 全 集 , 命 ple) 为 处 处 无 定义 的 
函数 , 视 px(e) 在 对 中 或 在 MS 中 而 在 M° 或 MM 中 取 一 函数 gle) 
并 定义 

ply) 一 gly)， 当 p) 有 定义 时 $ 

=L, 当 p) 无 定义 时 . 
RE * — m — n 定理 , 有 一 个 递归 爹 函 数 h(x) 使 
Pay) = plesy). 


FË . 
pa) 有 定义 ->pan(e) = gle), 
Pa) 无 定义 二 pacn(e) = pke). 
故 pua(e)e M REA q(x) 有 无 定义 而 定 ， 后 者 既 不 能 完全 
解决 故 前 者 亦 然 .于 是 定理 得 证 。 
利用 Rice 定理 ， 我 们 可 以 立即 得 到 很 多 不 能 完全 解决 的 癌 
EN. n: 
定理 6 “9*(e) 为 全 函数 "不 能 完全 判定 . 
-证 明 ”因为 递归 全 函数 集 既 非 空 案 又 非 全 集 - 
但 是 我 们 却 可 以 进一步 证 明 . 
定理 7 “ps(e) 为 全 函数 "不 能 半 判 定 ,不 能 负 半 判定 , 从 而 


247。 


完全 不 能 判定 . 

证 明 ”加 果 这 同 是 能 半 浏 定 ， 则 有 一 个 康 始 递归 区 数 ze) 

来 枚 举 这 些 <, BU) 
ple) IRAR = p( e)). 

我 们 短 道 ，pa(e) 可 表 为 Krin BCe, ese) = pale). ple) 
JERN HEA Ye3eiB(zeye) 对 “成立 ， 从 而 当 如 上 选取 
Ple) E, Vee Bim) ee) HAMRE. EHA, IaB 
(m),m,a) Wm RRI SK rti B(P(m), m, e) 309208 
数 . 

从 而 SKru, B(p(e),e,e) Ae ABHLAN h uR 
性 质 ,应 有 3 使 

SKrti, Blple),eser) 一 Krip B(q,e sei). 
由 于 它 为 全 函数 ,应 有 5 使 4 — p(0), füA Es ss 
SKrtio Blple)sese) = Krin Bp(S), es es). 
将 。 代 入 6。 又 因 两 边 为 全 函数 , 届 得 矛盾 .于 是 不 可 半 判 定 部 分 
得 证 . 

在 产生 集 处 我 们 已 证 明 {z:ye(e)》 不 是 全 函数 } 超 产生 集 , 从 
而 六 是 归 举 集 ， 故 这 问题 亦 不 能 负 于 判定 。 于 是 这 问题 是 完全 不 
能 判定 的 ,定理 得 证 . 

最 后 , 关于 月 举 集 . 我 们 还 有 Rice-Shapiro 定理 ， 它 可 以 看 
作 Rice 定 更 的 推广 。 

定理 8 【Rice-Shapiro 定理 ) 设 村 为 一 元 递归 (可 仿 ) 函 数 集 ， 
而 4 = x: pz Le)E M) 是 归 举 的 ， 则 对 任何 的 一 元 递归 (可 沪 ) 
函数 让 ME, JEM 恰当 十 有 一 个 有 限 子 函数 日 使 得 6€ M. Br 
谓 了 的 子 落 数 带 其 定义 域 为 了 的 定义 域 的 子 集 ， 且 相应 的 值 与 了 
的 仿 吉 ， 床 请 有 限 子 函数 指 其 定义 域 为 有 强 集 - 

证 明 设 二 一 fr:9o(e)e M) 是 向 举 集 ， 反 设 “ 俗 当 * 不 成 
立 ， 则 或 者 ( 甲 ) fk M 但 上 的 尾 休 有 限 子 函数 8 均 é M. 或 者 
【 乙 )f 有 一 个 有 限 子 榴 数 9€ M 但 r< u. 

HR) RE. dr K = {are ws}， 有 一 个 程序 P 使 得 
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PU) F e€ K. GEN gle) 如 下 : 
FERES po 当 PGo 在 * 步 前 尚未 停机 。 
上 上当 PKe) 在 上 步 前 已 停机 。 
依据 ， 一 m 一 ”定理 , 有 递归 全 函数 , 有 递归 全 函数 Ae) 使 得 
£#(zs2) = paz). 由 作法 知 Paole) A fe) 的 子 函 数 (一 切 
z). 

和 如果 EK 则 有 :使 PCx) 在 : 步 内 停机 . 3 34 ú 2: 时 
g(z,n) < pnt》 而 无 定义 ,从 而 px 为 了 的 有 陋 子 函数 , 故 
PÉ M. 

另 一 方面 , HÈ z£ K, MH 上 均 有 glr) = JG), M 
而 puole) = (e). 因 Ke)€ M, 故 puot M. 

由 上 两 正 可 知 e Kakla) € 4。 因应 没 4 为 妇 举 集 , 从 而 
AK 为 归 举 集 ,与 已 知事 实 和 矛盾 , 故 ( 甲 ) 不 成 立 . 

再 设 ( 乙 ) 成 立 ， 已 知 BE M, 但 fé M. JEX g(z,:) 如 

F: 


pga) — p> 当 ¿€ Dom(8) È z€ K 时 ; 
A, 此 外 . 
依据 * 一 — n 定理 有 递归 全 函数 Ae) 使 得 
elz) = Paole) 
BoA t 8 TSS. s 8 
xé K 一 puo = f Gk puot MD. 
由 成 又 得 
z É K — pue = f | dom(8) = 8 (K puo M). 
由 此 又 得 z€ K—à(=)€ 4. i K9 非 归 举 集 一 事 相 矛 盾 ， 故 
( 乙 ) 也 不 成 立 。 
故 定理 中 的 "恰当 "是 成 立 .定理 得 证 . 
定理 9 集 4 一 tx:ps(e】 ALARE Bir ple) 不 
是 全 函数 } 都 不 是 归 举 集 ， 
EA 对 此 4 而 言 ,讨论 M = {f:f 为 递归 一 元 全 函数 }， E 
然 寺 的 许 何 有 限 子 艺 数 均 & M. RER SI ARENE. 
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MERMET M 一 (f:f 为 递 入 一 元 非 全 范 数 }, 刘 对 任 
何 滥 问 全 函数 了 而 言 ， 故 M 但 了 的 每 一 个 有 限 子 函数 均 < M. 
RERS DE: 集 8 不 是 归 举 的 。 


5 62. KARGA SIE) 


在 上 面 的 基本 判定 同 题 中 我 们 只 讨论 pe) 的 判定 问题 
EF pe) 术 痊 了 一 些 递 归 可 偏 函数 ， 实 质 上 也 讨论 了 一 切 (六 
码 可 偏 ) 函 数 的 色 定 名 题 。 这 实质 上 是 我 们 使 用 了 标准 术 举 ,把 讨 
论 一 切 柚 救 之 癌 移 性 质 化 归 为 讨论 pte) 的 人 性质， 

我 们 能 否 选 用 另 一 种 枚 举 电 ? 可 判定 性 问题 有 多少 是 依 束 了 
术 举 的 选择 呢 ? 

定义 对 递归 (可 偏 ) 郴 数 记 作 的 任何 编号 ， 妇 果 能 够 满足 
ih 给 定编 号 “ 后 可 以 能 行 地 拔 出 相应 的 函数 pte)。 5 

给 出 一 个 递归 束 偏 函数 后 ,可 以 能 行 地 找 出 框 应 的 编号 ， 到 涪 
区 

由 于 标准 枚 举 是 可 以 接受 的 ， 因此 得 出 : 

定理 1 一 个 枚 举 g(x,e) 是 可 以 接受 的 俗 当 给 出 由 编 号 后 
可 以 能 行 找 出 相应 的 P 编号 且 反 之 ,给 出 Pm 编号 后 可 以 能 行 地 轰 
出 相应 的 由 编号 ,〔 启 找 出 的 编号 ,不 论 是 ?编号 或 出 编号， 都 不 
必 是 唯一 的 .) 

谈 者 可 自行 证 明 . 

还 可 指出 ,如 果 由 由 编号 而 找 出 编号 , 则 上 亦 可 作为 通用 到 
数 ,反之 ,如 果 由 兄 编号 而 可 以 找 出 PRA :一 m 一 ”定理 对 
单 缚 三 亦 可 适用 ,还 可 得 出 每 个 图 数 均 有 无 限 多 个 由 编导 ,Rice 定 
HEK PA SNEH. ATAB IT RHE. 

“可 接受 编号 "的 要 求 应 该 是 最 低 的 ， 如 条 给 出 编号 后 不 能 因 
丽 找 出 相应 函数 (从 乔 不 能 找 出 相应 畦 中 编号 )， 或 者 给 出 函数 后 
《给 出 ?编号 后), 不 能 因而 找 出 相应 编号 , 很 难 想 象 , 这 样 的 编号 
有 和 什么 用 处 ? 有 没有 资格 书 做 编号 ? 因此 ，$ 61 所 给 的 基本 不 能 


250 


判定 问题 应 该 认为 是 本 质 性 的 是 与 所 使 用 的 编号 (通用 孙 数 ) 天 
关 的 。 


5 63. 数学 上 的 不 可 判定 间 题 


不 可 判定 性 甫 论 对 好 些 数 学 分 支 者 有 应 用 。 目前， 在 数学 各 
分 支 中 的 递归 不 可 判定 问题 的 研究 结果 已 有 很 多 ， 而 且 也 有 很 多 
应 用 ， 现 在 ,我 们 只 列 出 一 些 如 下 ; 

首先 ,在 数理 逻辑 上 ,现在 已 有 下 列 结果 ; 

1. 一 难受 辑 的 判定 问题 是 不 能 完全 解决 的 、 这 是 Church 在 
提出 Church 论点 时 即 得 到 的 结果 WAMA Hilbert 列 为 数 
班 逐 辑 的 宁 心 问题 .所谓 一 阶 逻 辑 的 判定 问题 是 独 : 试 给 出 一 个 算 
著 , 使 得 给 供 一 个 一 阶 逻 邵 的 公式 后 , 可 以 利用 该 算法 而 判定 该 公 
RER- MARTESA. WERA E EBER, KI 
ARERR, PRE Ek — R EE E 
T. RA SWRERSHRA. 人 们 已 经 知道 , PREZE i g: 
数学 的 公理 及 推理 规则 明确 地 表述 后 。 任 何 数学 命题 都 亏 以 用 数 
理 逻 辑 的 符号 玫 达 ,每 一 条 定理 4 都 下 以 写成 下 面 的 形式 、 

数理 逻辑 公理 人 数学 公理 一 4。 

而 这 形式 变 成 了 一 阶 运 辑 的 可 证 公式 。 WERTE HRE, T 
以 对 性 何 一 阶 逻 辑 公 式 币 判定 它 是 否 一 阶 逻 辑 的 亏 证 定理 , 那 未 ， 
数学 定理 也 全 都 可 以 辨认 绰 来 了 。 数 学 的 推导 便 可 化 归 为 根 握 这 
种 算法 而 作 ( 机 械 的 ) 验 证 ， 亦 即 数学 的 推导 可 以 废除 不 用 了 -。 E 
是 由 于 这 个 问题 是 否定 池 回 答 的 ， 亦 节 阿 题记 要 求 的 算法 是 不 夺 
在 的 ,所 以 数理 逐 辑 的 推导 不 能 化 归 为 根据 算法 而 作 的 机 四 验证 。 

这 疝 题 既 重 要 又 有 趣 , 而 且 证 明 也 未 难 。 现在 我 们 便 介绍 如 
F. 

AT EA- MRAR TEER EZATTAER, 2113 
CRM 机 器 的 计算 来 考察 . 

设 作出 了 一 个 用 URM 机 器 计算 JG 的 程序 Pp。 其 中 共有 
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HERR, Dos D. 在 程序 中 提 到 的 存储 单元 共 * 个 ， 即 
Ri,….，Rs。。 今 在 一 阶 逻 辑 的 语言 之 外 、 再 淋 入 下 列 的 常 元 与 亩 
词 . 

0 个 休 符 号 ( 意 指 0) 

函数 符号 ( 意 指 后 继 通 数 ) 

R utl 元 谓 河 符号 (意义 见 后 ). 
当然 我 们 还 使 用 个 体 变 元 符号 no e re eo BER E es 
moo. 

为 方便 起 见 ,0 记 为 1， 0” 记 为 2 等 等 

R(rob are 站 意 指 : R.O R, 的 内 容 分 别 为 roert 
rw， 正 待 执行 指令 L. 

我 们 根据 了 的 程序 中 各 指令 的 内 容 而 写 出 公式 Tttt Te 

(a) WRLH A) M z, 2 

Verst ves(R(et reser ns ei) >= 
R(eo etsen t ee i + 1)) 

(b) WR L 29 S), M r 35 

Vert Ves Re ise oea) > 

Rles o Dens t cusi + 1)) 
(c) WR LA E,C, BJ z; 25 
Ver- Ve Ras ers en scati)} > R(e, > 0 — 
Re en tatus e)) 

入 (es 一 0 一 及 (cc "stasi + 1))). 

(d) 如 果 GA S, W] r BW ARS. 

此 外 ,我 们 约定 停机 指令 “3 ”的 编号 为 0{ 这 只 是 为 了 讨论 方 
便 一 些 起 见 , 不 这 样 假定 也 无 妨 。 读 者 试 自行 调整 )， 再 命 r 表 
示 

Weel Cei = e — er = e) A et = 0). 
现在 我 们 作出 一 个 一 阶 公式 : 记 为 ou: 
(ATA Ar AR(QO,0,-..,0,1)) 
一 aeiae… - -Be R( e, -ycay0) 
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SIR fa) 有 定义 恰当 .在 一 阶 丈 辑 中 可 汪 . 

证 明 ( >) 设 Xe) 有 定义 ， 则 机 器 从 “:0;0,…- 户 及 执行 指 
令 1 出 发 ,起 了 的 指令 逐步 计算 , REAA. RERE mets 
Te 的 意义 ( 即 指令 i... l, 的 意义 ) 必 能 由 Ra, 9,-…,0, 1) 
出 发 达到 一 个 咎 机 指令 ， 内 而 必 Berre Ries l eo D). El 
为 各 步 都 是 非常 明确 前 , 改 =, 必 能 在 一 阶 捞 辑 中 证 出 。 必 要 任 得 
ÌE. 

(—) 反之 , 没 0 可 证 , 我们 把 oo MER URM 语言 ， 其 意 
XE: 从 《a,0,-…,0) 出 发 ,根据 totor MÆ, 可 以 变 出 
热 行 停机 指令 的 本 器 状态 来 ， 因 此 如 把 让 应 程序 写 出 ,由 URM 
热 行 , 必 能 得 出 停 记 而 (a) VEEL. BADERE. 

定理 1 一 阶 丈 辑 公式 的 可 证 性 不 能 完全 判定 . 

证 明 SEHA p 的 程序 P, 相 应 的 公式 为 cx), N 
IOE pa) 有 定义 。 而 者 不 能 完全 判定 ， 故 前 者 亦 然 . 
这 样 我 们 便 得 出 一 个 具体 的 公式 【计算 pC) ñ URM 程序 的 
相应 公式 ), 它 的 站 证 性 是 不 能 完全 判定 的 。 定 再 证 完 ， 

2. Gidel 又 证 上 明了， 只 要 一 个 数学 理论 足够 发 展 原始 递 妇 函 
数 ( 其 实 只 要 够 发 展 初 基 鸿 数 也 就 行 了 ), 那 末 访 理论 如 量 不 矛盾 、 
刚 必 是 不 完全 的 ,而 且 是 不 可 补 全 的 ， 

所 谓 不 完全 基 措 必 可 作出 一 个 不 售 变 元 前 公式 A 使得 4 及 
TA 在 该 理论 内 都 区 能 证 明 ; 所 谓 示 可 补 全 的 是 指 : 沪 理 论 的 任 
何 一 个 不 矛盾 前 扩 的 都 是 不 完全 的 . 

Gidet 原来 东 说 法 , 比 这 里 所 说 的 要 复杂 一 些 ， 还 币 到 “不 
矛盾 ”的 概念 ,后 订 Roser 改进 , ARRAES E EET. 
Gidel KJER fE BRAE AR RI, RI ERRIA Hab 
把 及 大 发 展 , 是 出 Gidd 这 篇 文章 给 区 充分 的 论证 及 推动 的 ), 但 
是 其 方法 及 其 内 容 , 对 递归 论 后 来 的 发 展 都 有 三 大 的 影响 ， 他 这 
个 结果 与 递 旷 论 是 六 能 分 开 的 . 

3. 在 数论 上 最 著名 的 是 Hilbert 第 十 问题 , 寻求 一 个 算法 , 利 
用 它 可 眠 对 任何 一 个 具 正 、 人 负 系 数 的 多 项 式 币 决定 它 是 否 有 和 直 然 
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教 零点 ,上 面 我 们 已 经 详细 讨论 过 ， 这 个 问题 是 不 能 完全 判定 的 . 
现在 就 不 多 谈 了 。 

t 在 ( 半 ) 群 论 上 有 大 量 的 问题 , 充 其 是 所 请 的 字 问 题 ， 一 个 
群 ( 力 至 半 群 ) 是 定义 有 一 种 乘法 运算 的 系统 ， 这 乘法 服从 结合 律 
(未 必 可 换 ). 一 个 半 群 的 表示 是 指 给 出 一 组 生成 元 ,并 给 出 一 绢 关 
系 ( 哪 些 生成 元 的 乘积 与 另 一 些 生成 元 的 乘积 相等 )， 给 出 了 生 甩 
元 组 及 其 关系 后 ,该 学 群 更 算 给 以 表示 。 

字 的 问题 是 : 对 于 任 给 两 个 字 ( 即 各 元 的 乘积 )， 决 定 这 两 字 
能 否 根据 该 表示 中 的 关系 而 互相 变换 过 来 . 

已 经 证 明 , 半 群 (以 及 群 ) 的 字 癌 题 是 不 能 完全 判定 的 。， 事 实 
E, Pot 已经 作出 了 (很 据 Turing 机 器 的 停机 问题 而 作 的 ) 一 个 
表示 ， 在 其 中 不 能 对 任 给 两 字 而 判定 可 以 根据 该 表示 中 的 关系 历 
BEER. Pot 的 解答 是 普 次 对 数学 中 现存 的 语 题 (不 是 由 递归 
诊 而 作 鄙 ) 缀 以 一 个 "没有 算法 去 解决 "的 答案 。 自 Pon 以 后 , 天 
数学 现存 习题 的 这 问答 案 便 越 来 越 多 了 。 

5. 在 拓扑 学 方面 也 有 这 类 问 帮 .例如 ,局 凸 月 题 . 

在 二 维 流 形 中 ,如 时 已 给 出 两 个 二 维 流 形 的 三 角 分 刘 , 那 末 这 
两 个 流 形 是 否 同 有 是 昆 可 以 判定 的 ,但 对 四 维 流 形 而 言 , 妈 使 给 出 了 
栈 个 访 形 的 二 角 分 划 , 也 不 能 兰 定 这 两 个 流 形 是 否 同 省 - 

6. 出 人 意外 区 是 ，Tarski- Mekinsey 撕 出 , 充 初 等 的 实数 代数 
坝 言 , 即 只 有 加 法 乘法 方 突 以 及 约束 实数 空位 的 公式 而 言 ,其 真 假 
是 可 以 完全 判定 角 ， 但 对 含有 官 然 数 约束 空位 的 公式 而 言 ， 其 真 
俱 反 是 不 可 以 完全 判定 的 了 ,同样 ， 基 公式 对 一 切 群 均 真 " 这 门 题 
不 能 完全 判定 ,但 " 某 公式 对 一 切 可 换 属 均 真 则 可 以 完全 判定 . 

因此 可 见 ,对 数学 各 科 领 域 中 各 种 问题 的 可 判定 姓 的 研究 :是 
颖 重要 又 很 有 趣 交 ,现在 只 就 其 大 要 赂 举 一 二 。 


S 64. Church-Turing 论点 


当 Gade 引进 了 一 般 遵 归 函 数 【〈 即 道 轨 全 函数 后 )， 曾 向 
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Church 提出 一 般 递归 性 与 能 行 可 计算 性 之 间 的 头 系 问题 ， 乔 
Church 在 引进 可 定义 函数 后 ,也 曾 独 立地 提 召 能 行 可 计算 性 与 
TA 定义 性 之 间 的 关系 的 问题 。 当 Church 与 Kleene MERT 
就 立地 得 出 一 般 递 归 性 与 可 1 定义 性 是 等 价 的 以 后 :1935 年 Chu- 
rh 提出 一 个 论点 : 通常 所 说 的 能 行 可 计算 的 正 整 数 的 肖 数 就 是 
一 般 递 归 函 数 (也 就 是 可 1 定义 函数 )、 有 些 人 说 ， 是 Church 先 
提出 一 个 论点 ， 即 能 行 可 计算 函数 与 可 1 定义 函数 碟 同 ， 以 后 ， 
K'eene 才 证 明 一 般 递 多 函数 与 可 ? 计算 函数 相间 , 这 种 说 法 似乎 
不 符合 事实 。 

WERA., Tuig 也 提出 一 个 论点 ， 可 计算 的 实 狼 便 是 可 
M Toing 所 定义 的 祝 器 来 计算 的 实数 ， 后 来 Keen KEET, 
可 用 Turing 机 器 计算 的 函数 与 一 般 递 归 通 茹 相 尽 ， 因 此 人 们 便 
招 Church 论点 与 Turing RAAR: Church-Turing 论点 ， 亦 
5p: 

Church-Turing WDA: MARRET HARNS ET 
EABAR. Ti 定义 函数 以 及 可 用 Turing 机 器 计算 的 函数 . 
【以 上 就 全 函数 而 言 ,) . 

这 论点 当然 不 是 一 条 定理 ， 因 为 其 中 合 有 一 个 数学 上 意义 不 
旺 确 的 松 念 “能 行 可 计算 函数 ”， 匹 宁 说 这 是 建议 对 这 个 不 明确 的 
概念 给 以 一 个 明确 的 定义 《正如 以 前 Cauchy H ERIA AA 
朋 确 的 定义 一 样 ), 对 一 个 不 明确 的 概念 给 尺 明确 的 定义 ,这 无 所 
请 正确 或 否 ， 因 此 用 不 着 证 朋 也 玩法 证 肯 ， 但 却 有 侣 适 与 否 的 问 
题 ,如 果 定义 得 不 合适 , 将 得 不 到 人 们 的 采用 。 人 们 迟早 会 建议 男 
一 个 定义 为 了 辩护 其 建议 是 合适 的 。 Church 给 出 两 个 “旁证 ”。 
即 无 论 把 它 定义 为 :《1) 存在 一 个 算法 以 计算 其 售 ， 或 将 它 定义 
39: (2) 对 每 个 wm 都 有 一 个 "使 得 Fo) = s 为 一 条 可 证 的 定 
无 论 四 旺 一 个 定义 都 不 会 使 "能 行 可 汁 算 函 数 " 包 活 得 更 广 一 
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第 一 ,凡是 人 们 明确 无 误 地 认为 是 可 计算 的 函数 ,者 证明 是 弟 
归 全 函数 ， 例 如 ,由 原始 递归 式 ( 及 倒置 ) 而 作成 的 函数 , 毫 无 疑问 
是 可 计算 的 ; 又 如 ,可 用 计算 机 计算 的 函数 , 也 毫 无 疑问 是 可 计算 
的 ;又 如 ,作出 算法 以 计算 的 函数 (例如 ,利用 思 转 相 除法 以 求 两 数 
的 最 大 公约 数 ) 毫 无 疑问 是 可 计算 的 ;…… 而 这 一 切 ， 都 证 明 是 递 
归 全 函数 . 

第 二 ,人 们 从 已 知 的 可 计算 函数 所 作 的 推广 ,都 已 证 明 不 超出 
递归 全 函数 的 范围 . 除 上 面 已 提 到 的 可 定义 函数 ,可 用 计算 机 计 
算 的 函数 外 , WA Markov 提出 的 正规 算法 ，Post 提出 的 典型 系 
Bi (Canonical systems) 一 一 最 后 化 归 到 头 尾 演 算 ，Chomsky 的 0 
型 文法 等 等 ,都 已 证 明 不 超出 递归 全 函数 的 范围 。 反 过 来 ,递归 全 
函数 也 部 可 以 用 这 些 新 说 法 来 计算 ;换血 话说 ,所 提议 的 各 种 各 样 
新 说 法 都 是 等 价 的 ， 呈 现 一 种 坚固 的 “稳定 性 ”。 这 种 稳定 性 使 得 
Church -Turing 论点 的 可 信和 性 大 为 增加 。 

第 三 ， 还 有 另 一 种 稳定 性 。Gidel 研究 了 使 用 越 来 越 高 型 的 
变 元 的 系统 、 证 明了 即使 在 超 穷 型 的 系统 所 能 表象 的 函数 仍 可 在 
第 一 型 内 的 系统 表象 ， 因此 “可 表象 ”这 个 概念 具有 极 大 的 稳定 
性, 而 这 个 概念 和 递归 全 函数 的 概念 又 是 等 价 的 ， 

第 四 ,还 有 一 个 ,作为 数学 的 证 明 是 不 够 的 ， 但 作为 “旁证 ” 却 
MAJE BRE, H Church-Turing 提出 其 论点 以 来 , 迄今 已 近 
五 十 年 ,尚未 发 现 反例 , 即 还 没有 一 个 人 找 出 一 个 函数 ， 可 以 被 大 
家 公认 为 "可 计算 的 "， 但 却 证 明 它 不 是 递归 全 函数 ， 亚 是 由 于 这 
一 点 ,在 数理 逻辑 界 , 越 来 越 多 的 人 性 成 Church-Turing 论点 ,而 
不 赞成 的 人 寥 密 可 数 , 几乎 近 于 没有 ,正式 反对 的 人 更 是 稀少 了 、 

后 来 , Church 与 Kleene 等 又 把 “能 行 可 计算 函数 ”的 概念 推 
广 到 可 偏 函 数 ,只 要 有 定义 的 地 方 都 可 计算 ,但 并 不 变 求 可 以 判定 
在 某 处 该 函数 是 否 有 定义 ， 在 这 种 理解 之 下 , 上述 论 点 便 成 为 : 

Church-Turing 论点 《关于 可 偏 函数 的 ):。 能 行 可 计算 函数 等 
ATANGA LAATTI 定义 (可 篇) 函数 ,等 同 于 可 用 
Turing 机 计算 的 函数 (机 器 可 不 停止 )， 
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这 是 把 论点 准 广 到 可 篇 函数 去 ,基本 精神 和 原 论点 一 致 ,没有 
什么 可 怀疑 的 . 

依 我 们 的 意见 ,所 谓 “ 论 点 ”, 实际 上 是 建议 一 个 “定义 *, 建议 
把 没有 数学 上 确信 的 直觉 概念 一 一 能 行 可 计算 姓 ， 定 义 为 递归 全 
函数 (或 递 呈 可 篇 函 数 ), 正 如 当时 Cauchy 把 “连续 函数 ”定义 为 
“如 果 m fx) = Ma), WA fx) 车 一 “处 连续 ,如 果 G) 
在 区 间 (2.5) 内 点 点 沟 连 续 。 则 说 f(x) 是 (4,5) KUERE 
数 ",， 这 无 床 调 于 确 与 否 , 只 有 合适 与 否 的 问题 ， 妇 果 尼 来 人 们 发 
现 这 个 定义 在 什么 地 方 不 适用 ,不 合适 , 可 以 “更 改 * 这 个 定义 ,或 
者 提出 一 种 修正 过 的 连续 概念 ,如 一 致 连续 、 绝 对 湛 续 等 等 ， 晶 前 
梢 形 正 是 这 样 , 既 然 大 家 觉得 远 个 定义 直到 目前 这 向 合用 ,还 没有 
RA, 当然 大 家 恒 商 月 它 , 亦 即 承认 这 个 论点 了 . 但 是 , 将 来 — B. 
发 现 “ 反 例 ”, 或 者 发 现 一 些 不 够 方便 的 情况 ,当然 可 以 “ 修 收 ” 这 个 
定义 (从 而 放弃 这 个 论点 ), 或 者 引 八 另 一 种 “可 计算 概念 (从 而 目 
前 这 个 论点 名 存 实 记 ). 

不 过 有 一 点 必须 注意 ,目前 有 洲 轨 名 词 的 趋向 。 便 如 ,很 多 的 
当 都 说 ， 凡 有 限 集 必 是 递归 集 ( 即 其 特征 函数 是 递归 函 党 )， 其 证 
BH: 设 该 有 限 集 对 的 元 素 为 asista WA 

zE Mer m a Vz = a,V Vr a 
而 右边 为 递归 (全 ) BARRET EE ECO EARE EDA 
数 ), 于 是 做 匀 恒 作出 结论 说 该 有 限 集 为 递 当 集 了 。 但 是 , 知道 该 
集 为 有 限 集 ,并 不 保证 知道 aaa... BECERA. 不 知道 
ansa, RI TAERE AERAR ESTE mE 
EX: 凡 有 限 集 的 特征 殖 数 汐 串 做 递归 全 更 数 , 刷 末 便 不 能 说 : 
六 递归 全 函数 必 是 能 行 可 计算 函数 。 即 Church-Turing 论点 中 的 
一 般 递归 (全 ) 区 数 不 能 包括 上 述 这 种 “一 般 递 月 函 数 ”。 ERA 
Church-Turing 论点 ,又 泪 确 宣 扬 “ 凡 有 限 集 的 特征 函数 都 是 一 般 
递归 函数 "， 这 是 不 能 令 人 首肯 的 。 如 照 他 全 所 说 , 则 插 何 集合 加 
EZER. KX, 
设 M[ e= z:iz6 MAz<uy, WI 
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z€ Mexe M | Ss, 

但 VT ss 的 元 守 最 多 只 有 Sx 个 (H03, RESE, Mm 
z€ M ?5x 是 一 般 递归 函数 ， 故 <€ M 也 是 一 般 递归 函数 ， 亦 
即 ,一 场 集合 ,有 限 集 或 否 ,都 是 递 妇 集 , 这 样 ,递归 集 的 概念 将 毫 
无 用 处 了 。 

因此 ,对 于 Church-Turing 论点 中 的 “递归 函数 “( 全 或 可 依 )， 
必须 是 给 出 = 后 ,的 确 能 计算 其 值 的 。 例 如 ,如果 使 用 了 分 别 情 况 
计算 ,必须 在 实际 计算 时 能 分 清 情 况 。 按 情况 万 选择 计算 道路 ， 否 
则 是 不 能 尼 做 递归 函数 的 至 少 不 能 疙 Church-Turing 论点 中 所 
提 到 的 递归 函数 . 

此 外 , 我 们 还 可 以 带 出 ，Church-Turing 论点 其 实 可 以 不 使 
A. 现在 人 们 主要 在 下 列 方面 使 用 这 个 论点 ， 

当 人 们 遇 到 一 个 函数 j, 能 够 非 正 式 地 描述 妇 何 计算 它 时 , 兵 
竖 非 正式 地 证 明 这 里 所 描述 的 计算 方法 的 确 能 够 计算 其 使 时 ， 便 
使 用 Church-Turing 沦 点 作出 结论 ，f 是 (一 般 ) 递 归 的 . 

其 实 ,即使 不 使 月 Church 论点 , 员 要 证 明 所 描述 的 计算 是 可 
以 沁 录 下 来 的 ,可 以 记录 它 是 如 何 一 步 一 步 计 算 的 , 那 末 也 就 可 以 
自 " 凡 可 在 有 限 示 最 内 计算 的 函数 六 是 (一 般 ) 递 归 函 数 “ 这 定理 而 
断定 它 为 递归 全 函数 .这 里 ,根本 不 使 用 Chur 中 论点 ， 

在 下 面 ,我 们 凡 非 正式 描述 一 个 算法 时 ,都 描述 得 能 够 逐步 记 
录 其 计算 的 ， 从 而 无 顷 使 月 这 个 论点 也 能 断定 为 递归 全 函数 
此 ,对 我 们 说 来 。Church-Turing 论点 的 功效 是 不 显著 的 . 


第 七 章 谱系 (分 层 ) 及 计算 复杂 性 
570 算术 谱系 


我 们 训 面 先 定义 了 原始 递归 关系 ,一 般 递归 关系 等 等 :这 些 关 
系 部 对 命题 联结 词 封闭 ,对 受 限量 词 (全 称 或 在 在) 封闭 , 伍 对 不 受 
本 的 量词 (全 称 或 存在 ) 却 不 封闭 。 换 句 话说, 对 一 般 递 归 关 系 汪 
加 存在 量词 或 全 称 量词 后 , 恒 不 青 (一 般 ) 是 一 般 递 归 关 系 了 ， 上 
面 电 说 过 ,一 般 递 员 关 系 添加 存在 量词 后 恒 得 到 溢 归 枚 举 关 系 , 广 
加 金 称 量 诈 的 情况 则 未 加 研究 ， 我 们 现在 便 研 究 这 另 一 情况 , 而 
且 进 一 步 妍 究 屡 次 添加 各 种 量词 记得 到 的 结果 . 
定义 ”由 递 所 关系 水 加 ( 按 行 何 次 序 ， 话 闭 竺 意 多 个 量词 ) 各 
种 最 河 所 成 的 滑 词 叫做 算术 谓词 . 
根据 数理 边 辑 可 知 添加 量词 后 青 运用 命题 联结 词 ， 其 结果 恒 
可 以 政 由 先 运 用 命题 联 续 词 青 添加 量词 而 得 , 亦 风 , 尘 何 遵 辑 公式 
都 可 以 化 归 成 前 束 范 式 。 因 此 , 化 成 前 束 形 后 , 任何 算术 谓词 都 可 
以 写成 ; 
Qiier "QeeRA( ess esha) 
的 形状 ,这 里 O, 或 为 足 或 为 习 ， 本 44 为 一 般 递归 谓 河 ， 不 青 含 有 
《未 受 艰 的 ) 量 词 ( 全 称 或 存在 ). 
如 果 档 邻 的 严 个 量词 是 同 类 只 词 ( 同 为 全 称 或 同 为 存在 )， 则 
可 以 合并 为 一 ， 倒 如 ， 
Ne Be;Be,V AlE staris ea ' 1) 


可 以 写成 : 

VeeVeAl ey Kes Lesey poti). 
F, 例如， 

KOS AA eAlers cs ea et Yatt) 
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可 以 写成 : 
Wee veA{le, es Ke, Le, hs: ,Hh) 

等 等 ， 因 此 ， 在 下 面 讨论 时 可 以 假定 相 邻 的 景 词 都 已 经 化 成 不 同 
类 的 量词 ,化 简 过 程 叫做 紧 编 或 凝 缩 

定义 凡 = 个 若 词 彼此 相连 ， 而 相 邻 量词 均 不 同类 的 叫做 交 
Rr > 链 ,省 称 基 词 ” 链 。 . 

定义 (1) 原 始 递归 谓词 叫做 w 谓词 . 

(2) 如 果 Rn royxeti) 为 Vs 谓词 , 则 

YeR(x1, Za >e) 


及 aceR(n，，…xne) 为 Von RA. 

G) 所谓 v, 谓词 仅 限于 由 (1);(2) 而 得 的 - 

定义 (DRR ERAH Zo, MoA 谓词 。 

(2) 当 n> 1 Bf, v, 谓词 中 化 成 前 束 形 后 其 量词 以 习 起 首 
的 叫做 22, 谓词 ,其 量词 以 Y 起 首 的 刑 做 及 调 词 ， 既是 >, Iis 
又 是 了 I 谓词 的 叫做 A, 谓词. 

由 这 个 定义 ,并 注意 凡 A, 渭 词 既 可 写成 以 Y 起 首 的 A++ 谓 
词 ,也 可 写成 以 习 起 首 的 Van 谓词 ,例如 V, 谓词 

Yee NeR Certas es) 


HUER: 
Wede Bee RC eserse) 谓词 ) 
Ieee eR( er, es es)( 2 A) 
# v, MAVAE Iau 也 是 Dan 谓词 ,从 而 为 A 谓词 即 
我 们 有 : 
A SEV EAn 又 As = X, nH., 


v= 于 ,UI1a， 下 面 将 证 明 每 个 包含 都 是 严格 包含 。 

以 往 的 定义 不 是 这 样 的 , 不 引入 v, 谓词 ,而 且 大 体 上 从 一 般 
递归 谓词 开始 ， 即 通常 说 法 如 下 : 

定义 GJ)—836D1IBI >b 谓词 ， 也 叫做 [L 谓词， 也 
叫做 A 谓词 
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(D 当 n> 1 对， 由 以 存在 量词 起 首 的 量词 z gk appl — it 
递归 谓词 的 叫做 52. 谓词 。 由 以 爹 称 量 词 起 善 的 量词 ”链接 似 一 
般 递归 谓 运 的 叫做 I. 量 调 ， 既是 互 , 量词 又 是 IL, 量词 的 呵 做 
A. 量词. 

对 我 们 说 来 , E R(m ,xs) ARAFE, MZEE 
Eo [eA 谓词 , 而 aeRKCeym， sxe】 为 2, 谓语 (也 是 归 举 请 
BD,VeR(e,z za) 为 ,谓词 ,既是 E 又 是 人 ,谓词 的 ( 即 
A) 便 是 (一 般 ) 递 归 ( 例 ) 请 词 。 而 BeVeR (eise #3 Za) 
EE Z. BB, Vege,;R(esea rite z) 便 是 IL 证词。 区, 与 
[h 谓词 的 公共 部 分 便 是 ae BR. 

以 往 都 以 (一 般 ) 递 归 全 谓词 为 基底 ， 这 时 A, 及 A, 渭河 部 是 
BARS. MEURA RHE HAEE BE A, 是 原始 递归 谓 
i, A, 为 一 般 递 归 谓 词 , 两 种 重要 的 调 词 都 在 谱系 中 有 其 位 置 , 会 
适 得 多 了 ， 这 便 是 我 们 改 用 原始 递归 谓词 为 基底 的 原 医 . 此 外 ， 
V. 谓词 也 很 重要 ,不 应 忽略 ， 

RELEF TARATARA 3eR(e,z) (RARER 
归 ) AHEIRX Jesle, z), 3 为 一 般 递归 因此 对 于 21 
时 ,如 亦 可 以 一 般 递 归 的 R 为 基底 ,不 必 限 定 用 原始 递归 的 R. 

设 4(z xz) 为 一 调 词 ， 则 人 mr 
od (esteta trsta 叫 散 集合 {Crta tatty taid 
(zo e, ra) 4Ex 给 上 的 射影 集合 ， 同 理 ， 我 们 可 以 把 调 词 
acid(ro ez) 则 做 调 词 AG... z.) 在 zx 轴 上 的 
射影 调 词 。 而 “添加 存在 量词 aew” 可 以 叫做 沿 x, 轴 作 射影 、 由 
于 Ye 可 以 表 为 "3s 了 ， 所 以 又 可 作 昌 下列 定 义 : 

定义 ”对 原始 递归 谓词 作 有 限 次 否定 及 射影 的 结果 叫做 算术 
调 词 . 

因为 连续 两 次 否定 和 被 此 抵消 ,连续 两 次 庄 影 . 邓 使 是 按 不 同 的 
学 标 四 的 射影 ,可 以 换 为 一 次 射影 , 因此 , HADER 
原始 递归 谓词 相向 地 作 和 否定 及 射影 而 得 ， 因 为 对 项 始 递 雪 j 
香 定 仍 为 原始 递归 谓词 ， 折 以 可 接 下 列 次 京 ， 充 泳 始 递 归 谓 词 先 
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作 射 影 得 S, BESES BERES 马 :。 再 作 考 定 得 TT., 
如 此 相间 地 射影 及 否定 , 即 得 各 级 渭 词 ,直到 该 谓词 各 自由 变 元 均 
被 约束 时 ,最 后 作 一 次 否定 为 止 。 在 这 种 作法 中 ，A 的 出 现 不 太 
简便 ,不 如 兼用 Y 与 a 较为 方便 。 


571. 算术 谱系 的 基本 人 性质 


现在 我 们 讨论 算术 的 一 些 基 本 性 质 ， 
Al 如 果 卫 为 V,, X, 或 es Ans WH s> m HPE 
È >, B II,, 从 而 也 是 A 谓词 ， 可 表 为 
ASA EVEA, (n>m), 
证 明 用 引入 象征 空位 (多 余 空位 ) 的 办 法 .例如 , 设 PA 
De DenR(e ee :emaxmtl Emt) 
则 P 卫 亦 可 表 为 (e, 为 象征 空位 ,不 出 现 于 R 中 ): 


Qeit QemQeoRC ers rs cms rmt smtt)» 


及 
QeoQer "QemR es rs cms tmtls t * task) 
并 令 Qe 与 Qe 不 同类 (以 及 Qa, 与 Qa RER), 则 这 两 式 中 
个 为 Ena 一 个 为 JIn+:。 同 法 可 引 人 多 个 象征 空位 而 得 >, 

KL. 依 定义 它 也 是 A 谓词 . 

R ”如 果 民 为 原始 递归 谓词 , 则 R 为 于, 及 TT, (n>); 
如 果 尺 为 一 般 递归 谓词 , 则 尺 为 Se 及 Ts (一 切 n 2 1). 

A2 X>, 谓词 对 存在 量词 封闭 、IJI,。 谓词 对 全 称 量词 封闭 而 
Vas A。 对 两 种 量词 一 般 均 不 封闭 . 

证 明 袜 。 以 存在 量词 为 起 首 , 前 面 再 冠 以 存在 量词 时 ， 照 上 
法 将 两 个 存在 量词 凝 而 为 一 , 仍 得 E. 谓词 。 故 X, 谓词 对 存在 
RAHA. 同 理 Il, 对 全 称 量词 封闭 . 对 于 V。,A, WE REA 
证 . 

A3 Emn 与 An 均 对 析 取 与 合 取 封闭 ， 而 - Yo 对 合 取 与 
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析 取 不 封闭 。 

证 明 设 P 为 Qe.9enRi(ers str, ems Yis tta ya), 而 
P, 29 8o Qe, R,(n,- t esse tisa), AR P,P 同 为 Dw 
或 同 为 条 ms， 则 两 者 的 首 标 完全 相同 ， 今 将 P, 换 名 而 写成 


Qemti "OemtmRalemtis .aTmtms Yi: oye) 
则 有 
PiVP = Qe Demy OemOentm (Rie, ,ems Ys" ys) 
V Remtiy semtm3 ys Ye)). 


再 将 相 邻 的 9ei9eitm 凝 而 为 一 个 量词 ， 即 仍 得 >, (R IL). 
同 理 可 证 P. AP,. 就 Aw 而 言 , 如 Pis P, 同 为 A， 则 依 珊 才 所 
证 ， PVP 以 及 P, AP, 也 必 同 为 Se 及 开 。。 因而 亦 必 同 为 
An, Vw 的 情形 ,证 明 见 后 (谱系 定理 的 证 明 处 ). 

A4 P>, 请 词 恰当 —P 为 开 。 谓词。 因此 ，P 为 A, B 
WAH 一 P 为 A, 谓词 ，P 为 V, 请 词 恰当 aP > va inia i 
A, 谓词 与 v。 谓词 均 对 否定 封闭 . 

证 明 这 由 狭义 谓词 演算 处 的 否定 式 的 作出 可 知 . (注意 , R 
为 原始 递归 谓词 恰当 "RR 亦 为 原始 递归 谓词 .) 

要 讨论 对 受 限量 词 的 封闭 性 ,可 注意 ; 

(1) a PARC sena) eae B, R(e1,e2,0), 

(2) Y, VaR(eesa)<—Ve, Y Rle, cs,0). 

(3) Y, 3eR(eo easa )Ea Y R(ei,tm(e,, e), a). 

(4) a, YRC en cee) ve 3 R(esstm( e162) ,0). 


换言之 , 不 管 是 间 类 量词 或 否 , 当 不 受 限 县 词 与 受 限 量词 相 邻 时 ， 
永 可 闫 倒 次 序 而 将 受 限量 记 移 后 《两 个 不 同类 的 不 受 限量 词 相 邻 
时 是 不 能 颐 倒 次 序 的 )、 要 证 明 这 四 个 式 子 成 立 并 不 难 、 第 一 式 
两 边 均 筹 于 3eci3e(el < AR en 4) 第 二 式 两 边 均等 于 
Veele < a > R(a, es a)); 第 三 式 的 左边 有 4 个 数 yo 
t. Jes 使 得 R(x,ys，4) RIL 当 把 这 < 个 数 记 为 ys 一 
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tmlx,}》) 时 便 是 右 泌 的 式 子 。 将 第 三 式 两 边 取 否定 胎 得 第 四 式 (其 
HRA OR) , 故 第 四 式 亦 成 立 (要 直接 看 出 笋 四 式 成立 , 是 比 
较 因 难 的 ， 左 泌 说 ,有 一 个 小 于 。 的 *， 暂 记 为 u BES VyR(: y, 
2?) 成 立 、 右 边 说 ,对 于 每 一 个 y 都 是 一 个 相应 的 z, (但 <a), 使 
得 Y?RIzy:tm(zy,7)，e)， 很 难看 出 它们 是 等 价 的 。 只 奇异 助 于 
第 三 式 两 边 取 否 定 才 容易 得 到 证 明 ). 

注意 ,上 述 (3),(4) 两 式 是 “不 可 道 的 ", 也 就 是 说 ,只 当 作 及 域 
I Renmei, e)s a) 形 时 才能 把 受 阪 量词 移 前 . 对 于 一 般 悄 
形 , 只 能 把 受 限量 词 移 后 而 不 能 移 前 . 

AS v,,>.o le UR An 对 于 受 限 量词 (全 式 或 他 在 ) 痢 是 

证 明 看 >, 或 TT, 渭 词 前 面 加 发 受 限 量词 后 ， 农 上 注意 将 
受 限 景 词 右 攀 ,办 点 始 递归 谓词 对 受 限量 证 封闭 ,从 市 易 岂 v. 
X>. TL, É An 革 受 限量 通 亦 都 封闭 . 

AG 如 果 PIzo yzm) 为 Vas 2m, [a È A, Bi 
Eleos pa) O MEAR M Plis tEn Ora a) BF 
为 Vedeli $ A Bi. BB va DoM, A HAER 
递归 函数 的 生 置 是 殷 涉 的 。 3 s> 1 ZN RER 
数 的 受 虱 亦 吓 封闭 的 、 

证 明 设 了 为 ge CemRfe "sea tt ra), WRH 
荐 始 递 月 函数 ( 当 s 22 ü BF) RAHCORMARG s 2 1 时 ). 
当 对 r 营 置 尺 原始 递归 《或 递归 ) 5 时 ， 拟 得 的 R(e, ce 
Eo tto gm】 仍 为 原始 递归 《或 递 轨 )。 从 而 了 仍 为 原来 的 vm， 
En Ma 或 Aw AA. 


572. 算术 谱系 的 结构 


RER ”对 每 个 a,m, 部 有 一 个 Dal) 的 m+1 元 证 
m, CRATE- E) 的 m 元 谓词 ， 
证 明 设 Dl) 的 首 标 为 Qe ko 个 量词 )。 而 x 为 = 
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TRE. 则 P [3 5, 
P(x)——QeR(e,x), 
为 原 妈 递归 (或 一 般 递归 ) 谓 词 . 依 上 面 所 论 ， 如 Oe 的 最 后 一 
个 量词 为 3e,， 必 有 一 个 枚 举 量词 了 (1,e,x)， 对 所 给 的 RR 而 言 ， 
有 上 使 得 esR(ezx)<>3eoT(eex)， 从 而 有 Plej QeT(:, 
ex) 《反之 ， 由 这 式 所 定义 的 P(x) 必 是 >, mz TT, 谓词 )。 如 
REX: Ul, x) — QeT (e, e, £) W| Es (R IT.) 谓词 即 可 由 
UG,z) 而 枚 举 ， 壮 意 , 如果 Qe 的 量 后 一 个 量词 为 Ye,, 则 由 上 ， 
f t f: Ie aR(e,x)*+—3e,T(t,e,z), KA ADRE E) 得 : 
Ve,R(e,x)<——Ve,—AT(1i, ex). 


+E, P(z)—0eT(a,e, z). 
这 时 >, (或 TI.) 谓 河 风 听 下列 谓词 而 枚 举 : 
U(:,=)—Q0e—T(+,e,z). 


FEH T(se,x) MRE TT e, =) 而 作成 Utt, x), 
完全 看 Qe 的 最 后 一 个 量词 为 3e 或 Ve, 而 定 。 但 P 之 为 >, 
或 条 WE pe 的 第 一 个 ( 左 起 ) 量 词 为 Be, 或 Ye: 而 定 。 换 句 话 
说 , 要 枚 举 Dno 与 Ma WA AM QeT(;,e,x); 要 科举 Za 
与 Man 渭 词 ， 须 用 PeT, ex)， 不 要 以 为 枚 举 >, 必用 
QeT(1,e,x)， 而 我 举 TT, 必用 Qe—Tü(, e, x). 这 种 想法 是 不 
对 的 . 

下 面 是 非常 重要 的 谱系 定理 。 通常 所 给 的 谱系 定理 只 肯定 
EAL = @ 以 及 TLAZ, b, MERIA v. 以 后 , 可 把 
定理 表述 得 更 管 尘 而 内 容 更 多 一 些 ,这 是 我 们 引入 v, 的 原因 。 

WRER o:> 时 ,我 们 有 : 

AT BRiev,ca,a 
各 包含 关系 均 不 可 道 , 此 外 >, 与 II. 互 不 包含 . 

注意 ; 当 ”一 0 PF, A= Vv, MERIENDA: CA 
家 通常 说 法 区 有 : A = v. 

证 明 PERRA UG, x), WO Ao 将 :代入 以 * 后 
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U(z,z) D Y. WI. 而 Ukr,x) 刘 不 是 5, eji. 这 可 以 
对 角 论 证 看 出 .如果 —U(z,z) 为 27, 谓词 ， 农 榴 举 定理 将 有 : 
使 —U(z,r) SUU). MARIE Ul) —U(r,:), 这 
是 不 可 能 的 ， 故 U(x,*) 为 了 Is 谓词 条 而 非 E, 谓词 ,U(x,x) 
则 是 2: 请 词 而 非 If。 谓词 ， 这 表明 >Z. TI. 互 不 包 合 , 从 而 


A, EF cv. 


ERESXA. 要 证 明 VCA SAES, TERR R) 
如 下 ; 

R(2x) = U(x,x} 

R(2z) = —U(x,=z) 
El RC) <— x AAU]? Tx/J2DY +z # A—U (irf), 
[z/2]). 显然 RG) 为 Ava 谓词 。 如 果 R(x) 为 >, 谓词 , 则 
U(r) (CTRA RC2z 十 1)) PA: 如 果 RO) 为 T F 
词 ， 则 Ule, x)( 它 可 表 为 RODOR. KA RE A... 但 RE 
Tr， 从 而 , 易 知 CAm ERGA. SEBE 

还 可 指出 ,由 RO) 的 表达 式 可 知 , R(x》 可 出 V, 中 谓 酒 作 
煌 到 台 取 及 与 原始 北大 谓词 天 置 而 得 ， 了 既然 RAEV, # V, 
对 析 取 合 取 不 封闭 (还 易 证 对 合 到 不 封闭 ， 对 析 取 亦 不 封 阅 ), 这 
便 是 上 面 所 晰 言 的 。 

BA D 谓词 便 是 轨 举 ( 递 上 故 举 ) 谓 词 ,而 A 内 是 一 般 递归 
谓词 ， 当 下 面 我 们 详细 地 讨论 了 “递归 于 久 ,“ 归 举 于 SAA 
后 ， 还 可 看 出 ， 马 ,s， 谓 词 是 “ 归 举 于 V, EART M 的 谓 
词 ", 而 “A.+: 则 是 递归 于 Y。( 也 是 递归 于 D. R MARNA”. 


573. 相对 算术 谱系 


在 上 述 定义 中 。 如果 招 "项 始 递归 渭 词 " 改 为 “原始 洲 归 于 4 的 


谓词"(@ AEREN REEN Y, FO, F es, TI, F 
P” É “A, TORRA, SEA vi, Dr IË RAR EEN 
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4: ~ A; ARRETE WACA E vi Et? É At 
去 ,证 明 世 几乎 不 必 更 动 。 

AL D? 便 是 归 举 干 @ 的 谓词 , 而 A? 便 是 递 轨 于 名 的 谓词 。 
下 面 将 证 明 Xin 便 是 归 举 于 TI9 的 调 词 ， 而 at 便 是 递归 于 
的 调 词 ， 也 是 递归 于 $ 的 谓词 。 这 里 @ 可 为 空 集 ， 亦 却 
Zan 谓词 是 归 举 于 M 的 谓词 , ü An 谓词 使 是 递归 于 E (b 

-是 递归 于 IT。) 的 床 词 。 在 证 明 这 些 事实 之 前 ， 我 们 先 寺 论 一 些 简 
单 的 福 质 。 

可 传 定理 1 (1) 如 果 外 中 函数 都 是 送 归 于 和 的 : 则 送 归 于 作 
BJ$E4 892395 a p. 

(2) 如 果 Py, MJ£E/SDR p ERIR a T. 

G) WRO PARAR A ESRR RA ue FT p BJ, EA 
递 窒 子 @ 的 函数 亦 递 呈 于 F. 

证 明 自 证 . 

根据 递归 于 外 的 系数 集 的 替换 定理 , 可 得 : 

定理 2 一 关系 为 归 举 于 多 《有 穷 函 数 集 )， 恰 当 有 一 个 送 
归 枚 举 谓词 P 及 递归 函数 < 使 得 : 

P(zo sto) >P Drury xz ro) 

证 明 自 证 ,注意 归 举 于 外 谓词 可 表 为 

BrzR(z,zas te) 


而 及 为 递归 于 2. 

现在 可 以 讨论 D 与 Vo YL 以 有 Au+ 与 VaMe, Z, 
的 关系 了 ， 我 们 有 : 

引 理 Ar De 谓词 恰当 它 为 归 举 于 VV, (T 11 
的 调 词 。 

证 明 ”我 们 只 证 明 它 为 归 举 于 IJ。 的 谓词 ,由 此 易 知 , 它 亦 是 
T v, 的 调 证 ， 必 要 广 是 显然 的 ,因为 如 果 P (x) 一 3cR(x， 
e) MRS YL, 谓词 , 则 依 定义 , P 2643 R AR, BI P 25336 
于 IL 的 谓词 。 今 证 充分 性 ; 

愤然 归 举 于 1T。 的 谓词 ， 划 可 以 中 选 出 有 限 多 个 谓词 
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Rotte, Rt， 使 得 P 归 举 于 它们 。 设 Q; 为 R; 的 图 形 谓词 , 即 : 
Oa) (R (a)Ab = 0)V (ORU) Aé = 1). 

因为 1R 为 H 谓词 ,足见 上 述 谓 词 至 多 为 Ar 谓词 (当然 亦 
为 Ean T). R, 组 成 有 限 集 多 ,引信 @' 如 下 : 

Dabo = (Kibs e Kab) A Qa, Kb) Ne 

A Qi(as Kab). 

显然 ,8 kE An ATA Zan) 谓词 。 

根据 替换 定理 ， 归 举 于 p 的 谓词 必 可 找 出 P' É < W 4° a 
《可 偏 ) 函 数 ,使 得 

P(x)*—3eP'(P* (ux,e)), x,e) 
可 写 为 ; 
ee (ergs) Ae = @*(u(x,e,))) 

表 写 为 : 

P(x) Be ael P Ce, X561) Aseq(e,) AWe < (es) 

P(esstm( es, e2))). 

右边 括号 内 为 An (K Een) 谓词 ,再 加 存在 量词 后 便 为 二 ,+ 
谓词 ,于 是 充分 性 得 证 、 定 理 得 证 . 

定理 3 (Post) 一 谓词 为 A++ 谓词 , 恰当 它 为 递归 于 a 请 
词 ,也 恰当 它 为 递归 于 2, 谓词 ,从 而 也 恰当 它 为 递归 于 Va 请 词 . 

证 明 了 为 递归 于 Ts( 或 22,181), a P ⁄ —P 均 为 归 举 
FIL (或 EVH, AMP RTP 均 为 D.n 谓词 , 故 恰当 
P 为 Am 谓词， 证 完 . 

利用 这 条 定理 ,我 们 可 对 Y。, A, 重新 定义 而 不 必 先 定义 Da 
RIL. PRE: 

定义 (1) Ve A 均 指 原始 递归 谓词 集 ( 通 常 则 指 一 般 递 归 
谓词 集 ). 

(2) 由 A, 谓词 作 归 举 运 算 ( 即 添加 存在 量词 ) 及 否定 运算 得 
V. inl. 

(3) 由 V, 谓词 作 递归 运算 得 As+: 谓词 . 

(4) BUH Va 谓词 ,A 谓词 仅 限于 由 (1) ~(3) 而 得 的 。 
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574. 解析 谱系 


现 寿 我 们 于 谓词 稍 作 推广 , 赛 诈 有 约束 函数 空位 (以 前 叫做 约 
RERET) SWR se 等 是 函数 空位 (或 函数 变 元 ) ,容许 有 
下 列 谓 词 (实际 上 是 语句 ): 

Vs ereal si( es) < Bl es)) 
EBER 对 于 任何 函数 有 都 有 一 个 函数 总 ， 侍 得 对 于 任何 数 
e BAA s ERE hea) Chla) 由 下 面 易 知 ， 这 名 话 是 真 
89. 
任 给 函数 A), TEER 


Ke) = max Sh(e), 


PARMA: 对 一 切 enha) <hi) Bit, RAD h AERE 
e EX e 即 可 
数学 分析 建 基于 实数 论 ,其 讨论 范围 不 限于 自然 数 集 , 受 击 着 
来 , 它 和 递归 论 的 关系 并 不 密切 ,但 是 ,正如 大 家 所 熟知 的 ,有 理 数 
〈 正 、 负 ) 可 用 自然 数 的 有 序 三 元 组 避 示 ,有 理 数列 可 下 数论 函数 的 
有 序 三 元 组 表示 ,从 而 实数 可 用 数论 函数 的 有 序 三 元 组 表示 。 在 
此 基础 上 ， 数 学 分 析 的 很 多 问题 可 以 在 数论 溪 数 的 汽 围 内 进行 计 
1. Ë Dedekind 的 定义 ,实数 可 以 看 作 一 个 分 刘 , 即 一 个 (或 两 
MARAR, 历 实 数 僻 可 以 看 作 有 理 数 集 之 集 ， 医 此 ,如 果 我 们 
引进 集合 论 变 元 (尤其 引进 约束 集合 空位 )， 那 末 绝 大 部 分 的 数学 
分 析 都 可 以 表示 .约束 亿 合 空位 和 约束 函数 空 必 本 质 上 是 一 样 的 
( 仅 是 着 眼 点 不 同 ), 因 此 引进 约束 医 数 空位 后 ,我们 的 讨论 将 和 数 
学 公 析 有 密切 的 关系 、 正 因为 这 样 ， 所 以 这 里 的 谱系 0 做 解析 谱 
A 
36 T S| aF bka A, RTIA RMP Æ> FI 
条 : 
如 果 S.S, 为 项 ,而 5 为 * 元 函数 空位 ; 刘 e(,… ,5。) 
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为 公式 (了 原子 公式 ). 

如 果 “ 为 公式 ,而 s 为 函数 空位 , 则 Vsa 及 aea 亦 是 公式 ， 

其 他 照旧 (可 能 要 作 少 许 明显 的 调整 , 今 不 装 达 ). 

由 上 面 两 条 规则 所 组 成 的 公式 仍 叫 做 公式 。 如果 其 中 有 空位 
(不 管 是 数 空位 还 是 函数 空位 ) 便 六 做 谓词 。 因此 ,谓词 可 以 兼 含 
在 数 空位 及 函数 空位 , 当 所 有 数 空位 境 以 具体 的 数 , 所 让 的 函数 空 
位 滇 以 中 体 的 函数 时 便 得 到 语句 不 再 是 谓词 了 。 注意 , 数 空位 填 
以 具体 的 数 时 , CEES PHPRS; SAIRAALA 
KORR, EREE, 它 合 是 占 春 主 目的 .严格 说 有 来 ,约束 数 
空位 的 量词 Y, 3 与 约克 浮 数 空位 的 量词 是 不 相同 的 8 正 妇 自然数 
的 加 法 与 有 悍 数 的 加 法 不 相同 一 祥 )。 但 通常 都 认为 是 一 样 的 对 
欧 我 们 并 天 运 对 。 担 在 下 面试 论 时 、 认 为 两 者 不 怎 同 从 而 拨 用 不 
局 的 符号 更 为 方 伍 .因此 ,我 们 下 面 将 两 者 分 开 , 用 不 同 的 将 号 表 
ZR. Ye,3e B We, ae MiO WSN, 而 Ve,3s 写 为 V'e, 
ae Mikl 型 量词 ,并 理解 为 : 以 前 的 Ye,3e 实际 上 是 Ye,3'e 
HET. 

EX 二 个 量词 相继 ,组 成 量词 m 链 ,没有 量 河 的 呈 履 量词 9 
链 . 

定义 V 与 习 之 所 或 引 与 Y 之 间 叫 做 有 一 交 蔡 ， 

Pah Yelale AWARE (Vedea 之 间 与 Beodez 
ii). 

定义 一 个 童 词 链 ,如 果 把 其 中 的 ve 与 ae Ma a 
链 册 做 不 链 的 编 链 . 

在 数理 妈 辑 中 可 以 证 明 , 答 一 个 公式 可 以 化 成 前 束 落 式 , 刚 可 
以 写成 下 形 ; 

量词 链 练 之 以 一 个 无 量词 的 公式 ， 

这 个 量词 链 叫 做 该 前 京 范式 的 鹿 标 、 而 该 无 量词 公式 叫做 该 前 束 
范式 的 母 式 ( 母 式 中 可 有 数 空位 及 画 数 空 侯 ). 

现在 :我 们 定义 解析 谱系 。 

定义 《1) 没 有 量词 的 不 始 递归 谓词 叫做 v; 谓词 
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(D Ina R 5 vb NH, JU VR, S'eR 亦 为 Vi 调 词 (层次 
KMM. 

G) 如 果 玉 为 中 谓词 , 则 V'eR, FeR 为 Vin 谓词 (层次 
R). 

(4) 所 谓 解析 谓词 是 仅 限于 由 (1) (OTB. 
EX (OV 谓词 也 叫做 2 谓词 , [谓词 , A 谓词 。 

(2) 当 n > 0 Bv 调 词 中 最 先 的 1 型 谓词 如 果 是 了 ,叫做 
下 谓词 :如果 是 Y ,叫做 m Bin. 

G) 当 n > 0 8 ,BR Eh XE [D 的 谓词 时 做 A; 谓词 

由 这 两 个 定义 , 即 有 下 列 简单 推论 。 

(F) 一 切 算术 谓词 都 是 Yi 谓词 

(Z) = UT, A = ZN, 

(B) 引信 象征 空位 后 ,可 知 VSA MA 

: Atchicvicat,. 


如 果 对 各 类 谓词 的 量词 链 要 作 进 一 步 的 研究 ， 我 们 须 先 证 下 
询 的 简化 定理 . - 

定理 1 (1) Vave- Ve R(ei sa ,83) > 

Y'ER(K:&,K:28,*"*, Ke) 

(2) F636- -Hes R(B1 62 8a) ERCR E, Kae) 

(3) V'eR(e)<——V'e R(8(0)). 

(4) meR(e)—'eR(s(0)) 

(5) VieVieR(e,e) >We WERC e8) 

(6) 3megteR(e,s)——3'ss°eR(e,6) 

(7) V'essR(e,e)—B'sW°#R(e,tm(e,8)) 

(8) Dev'sRle, e) Y's eRe, tmle,e)) 

证 明 (1)~(6) 显 然 , 读 者 自 证 ， 至 于 (7) 可 如 下 考虑 。 每 一 
个 。 均 有 一 个 8 使 R(e,6)， 这 个 8 可 写 为 mles), 即 RC, 
tm(e,5')) 对 一 切 。 均 真 ， 故 有 YeR(ey tm(e,s'))。 从 而 ,又 有 
3eY'e R(e,tm(e,8))， 至 于 (8), 两 边 取 否 定 ,得 
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Yea Rie, e)ra ee Re, tm e ,8)), 

由 (7) 知 其 成 立 , 改 (8) 亦 成 立 。 证 完 。 

注意 ,，(7),(8) 天 是 可 逆 的 。 也 就 是 说 ,只 当 母 式 为 R(zstm 
(es8)) EAH Fe'e 换 为 Vege, i Vie 于 。 换 为 了 eV ， 
对 别 的 形状 的 母 式 ,是 不 可 能 这 样 换 的 。 可 以 说 ,只 可 将 0 型 量词 
越过 1 型 量词 而 右 移 ,只 可 将 1 型 量词 越过 0 型 量词 而 左 移 , 但 不 
能 逆向 

根据 上 述 定 理 1， 可 把 解析 课 词 穷 成 下 列 标准 形 . 

如 系 没 有 1 型 量词 , 即 它 是 Yi 亩 词 , 则 依 算 犬 渭 词 而 标准 化 

如 果 有 1 型 量词 ， 设 最 右 的 I SUB 3 30 V: (为 子 的 周庄 处 
理 )， 在 该 V 之 右 全 是 9 型 量词 。 在 其 中 找 出 最 右 的 V, Wi 
GLOP Vi, RA 根据 (5) ~(8) 把 所 有 o 型 量词 右 移 ， 
在 去 移 过 程 中 ,如 果 须 移 过 同型 量词 , 则 良 据 (3), (DE Y, 改 
成 ,于 ,如 根据 (1),(2) ER RRAZ ERE Y 之 右 的 
全 是 也， 最 右 的 V 之 左 将 再 没有 0 型 量词 。 然 后 ,根据 (1), (2) 
ARRORA 8193858, NARE: 先是 交 玲 的 1 型 量词 , ! 型 量 
润 完了 以 后 ， 至 多 有 一 个 0 型 量词 它 与 最 右 的 1 型 量词 不 同类 ， 

例 3a'3ww3aw 一 YI33rYw3ary (改写 最 右 的 内) 一 
JYI (AB) 一 yyy YF? (K Y 3 Y) 一 性 
{ 凝 第 ) 这 便 是 该 式 的 标准 形 ( 从 而 知 它 为 521818). SrA E 
一 般 的 , 因 得 : 

定理 2 解析 渭 词 可 写 世 下 列 的 标准 形 : 开始 是 交替 的 1 型 
FA 1 型 量词 之 有 可 能 有 一 个 0 型 量词 , 它 必 与 最 有 的 1 型 量词 
不 同类，( 如 引信 象征 空位 ,可 朗 求 1 垩 量词 之 右 永远 丛 有 一 公交 
CEDES S) 

解 村 渭 订 也 可 以 有 枚 举 定理 , 开 且 也 有 溢 系 定理 。 

定理 3 对 每 个 。 >t, 均 有 

A.C 党 CVICAL 


MERERERŽACRTE H hE SIF 互 不 包含 ， 等 别 ， 
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我 们 有 : VCA (AEE). 

w 是 算术 谓词 ,Al 拨 叫 做 超 算术 谓词， 对 于 超 算术 谓词 已 有 
比较 深入 的 研究 ， 

本 定理 ( 除 VicaAi 外 ) 的 证 明 与 算术 谱系 处 相似 。 恋 者 试 自 
证 之 。 

为 了 要 弄 浓 解 析 谓词 ,我 们 耻 人 下 列 定义 。 

定义 ”初等 算术 的 合适 公式 (well-formed formula in elemen- 
tary arithmetic) 指 由 常 元 ( 即 具体 数学 )， 数 变 元 ， 联 数 十 。* ;以 
及 命题 联结 证 ,约束 数 空位 的 量词 按 组 成 规则 而 作成 ， 如 果 没 有 
数 变 元 (只 有 约 东 空位 ) 便 叫做 初等 算术 的 语句 .例如 ， 
i Ta = 3 — Jele -Le +2)= a) o 
便 是 初等 算术 的 合适 公式 ,而 

Wa (e 一 3 一 3cfer et 2) = 0)) 

便 是 初等 算术 语句 . 

定义 ”如 采 在 初等 算术 的 公式 及 语句 之 上 再 容许 使 用 函数 变 
元 以 及 约 薪 琢 数 空位 的 量词 ， 便 竺 到 初等 分 析 公式 及 初等 分 析 语 
a. 

定义 ”一 集合 可 在 初等 算术 ,二 阶 算术 、 初 等 分 析 中 定义 , 指 
有 一 个 初等 算术 、 二 阶 算 厂 、 初 等 分 析 谓词 ( 叶 且 数 空 位 的 公式 》 
Fle) 使 得 4 == ix: Fr} 

我 们 有 下 列 结 呈 : 

定理 4 4 是 解析 谓词 恰当 可 在 二 阶 算术 中 定义 , 又 失当 
4 可 在 切 等 分 折 中 定义 . 

前 面 一 个 “ 栓 当 ”是 明显 的 ( 彼 据 解析 谓词 的 定义 )， 后 面 一 个 
HEERE R MEAFAR. 先 引 入 五 个 系统 如 下 ; 

(1) 初等 分 析 、 初等 算术 加 上 实数 变 元 (及 约束 实数 空位 ,下 
FJ). 

(2) 初等 算术 加 上 有 有 理 数 变 元 ,无 理 数 变 元 . 

【3) 初等 算术 加 上 无 理 数 变 元 . 

《4) 初等 算术 加 上 函数 变 元 ， 但 函数 变 元 不 能 互相 人 炭 套 《 例 
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如 ，st(ez(2] :exK0)) 是 不 允许 的 )。 

G) ASRR LARET MERABRE TERRE, 
' 二 阶 算术 。 

我 们 依次 证 明 : 4 态 (1) 中 可 定义 恰当 在 (2) 中 可 定义 恰当 
在 (3) 中 可 定义 ,…, 恰 当 在 (5) 中 可 定 义 ， 其 证 明 并 不 太 繁 , 今 瑞 ， 

蝶 上 面 这 些 结 果 , 可 以 看 出 解析 请 户 渡 究 的 重要 性 。 


$75. 计算 复杂 性 


王立 ， 我 们 简单 地 介绍 有 关 计 算 复 杂 性 以 及 一 些 比较 重要 的 

在 递归 论 中 ,讨论 能 行 性 时 类 都 证 意 是 码 可 以 计算 , 亦 即 是 否 
可 以 在 有 限 步 号 内 计算 ， 但 实际 上 在 计算 机 计算 时 , 我们 都 要 求 
能 够 计算 简单 ， 例 如, 同 樟 可 以 计算 一 个 函数 。 用 一 个 程序 三 小 时 
可 以 计算 宽 硅 ， 而 用 另 一 个 程序 却 需 费 三 天 功 考 甚至 于 三 个 月 的 
功 灾 ,当然 相差 太 大 了 。 这 是 时 间 上 的 复杂 性 .又 例如 ,同样 计算 
一 个 吏 数 ,用 一 个 程序 只 人 蚀 用 机 器 的 内 存 便 够 ,而 用 另 一 个 程 证 ， 
却 需 合用 大 量 的 外 存 ,还 不 能 顺利 地 进行 计算 ,这 是 空间 上 的 复杂 
钼 ， 正 是 由 于 改 们 发 明了 半导体 ,合用 了 集成 电路 , 才 使 得 以 前 点 
庙 几 间 大 房子 的 计算 机 ,如 今 可 以 缩小 成 为 一 个 打字 机 那么 大 小 、 
其 至 于 和 一 个 饼 千 信子 那样 大 小 。 这 种 空间 上 的 节省 是 很 值得 重 
神 的 。 半 导体 的 出 现 , 是 测 于 工艺 制造 上 的 改进 ， PERE LOE 

URFAN. 

男 一 方面 ,我 们 也 须知 道 , 函数 本 身 也 有 其 固有 的 复杂 性 , 与 
工艺 的 改 渤 议 及 程序 的 改进 无 关 ， 倘 如 ,我 们 副 认 为 乘 方 函数 本 
员 上 比如 法 与 毯 法 要 复杂 得 多 ， 如 果 有 人 想 以 改进 工艺 以 及 改进 
程序 着 手 , 使 得 计算 悉 方 玉 数 比 计 算 加 法 、 赵 法 更 快捷 。 更 节省 存 
售 单 元 ,看 来 这 患 怕 只 能 是 幻想 , 很 少 是 有 实现 的 可 能 的 . 医 此 ， 
以 囊 探讨 函数 的 本 身 复杂 性 {与 机 器 无 关 的 ) 也 是 径 重 要 的 ， 我 们 
现在 介绍 的 计算 复 漂 性 理论 , 便 是 碟 这 方面 所 作 的 一 种 尝试. 


"274. 


. 要 讨论 计算 复杂 性 最 容易 想到 的 是 根据 用 计算 机 计算 该 函 数 
时 所 逢 使 用 鬼 在 储 单元 数 (空间 复杂 度 ) 以 及 所 需 进 行 的 计算 步 数 
(时 间 复杂 度 ), 一 般 并 且 按 Tarng 计算 机 而 计算 . 这 样 的 讨论 已 
有 相当 多 的 人 在 进行 ， 也 获得 了 不 少 的 结果 现在 我 们 想 要 介绍 
eara E KA EE aE A , 
我 们 仍 使 用 URM 的 程序 ， 并 且 加 以 编号 。 Pa P... sss, 
当然 。 给 出 辆 号 以 后 ， 我 们 可 以 写 也 程序 Pu, 反之 ， 给 出 一 程序 
后 ,我 们 可 以 写 出 其 编号 #， 我 们 招 P, 计算 的 函数 写作 d, CIE 
定 为 一 元 。 并 Ps 计算 天 元 通 数 9, 时， 我 们 也 只 讨论 一 元 的 be 
Kokne K#)》. 根 据 上 语 的 论证 ,我 们 对 一 切 递 归 ( 可 偏 ) 函 数 
的 计 论 都 包括 在 内 。 : 
ER 4.) 的 复杂 度 AO BOBE F2l# E: 
(1) 6 的 定义 域 应 与 de BOTELI. 
(2) g(x) = y 应 是 可 完全 判定 的 ， 即 本 给 =,?, 应 能 判定 两 
JETHS. 
BERRRERERRRE RITALIN. 
= EPG AC) 时 所 需 的 步 数 ; 
cel 当 g(x) 有 定义 时 
=L H ea) 无 定义 时 。 
JERN 由 Co == peifp,(z) E e 步 内 结束 ). 
. MË, G) E u(x) 同 定 文 吉 ,条 件 (满足 - 
要 判定 由 (2) = y RERIT Pa) Ef y p, MA 
定 条 件 (2) 矿 足 . 
A LO) 可 以 作为 和 (sy 的 计算 复 订 性 ， 
一 用 了 计算 AG) 时 实施 转移 指令 的 次 煞 。 
cao Ë Bfx) 有 定义 时 3 
一 上， 此 外 
BE NSH “Es”, 结果 如 逢 转 而 实施 指令 。 划算 一 次 ,如 
仍 实施 下 一 条 指令 (并 未 转移 ) 别 不 算 实施 转移 独 令 。 
AG) 当然 与 各 (x) AEUR RORE 
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APRA * 条 指令 , 则 继续 实施 *-1 步 时 必 有 一 次 量 妖 。 今 
实施 (+ DG 十 1) 步 。 如果 已 停机 ， 则 计算 胱 跃 次 数 是 否 是 
?而 决定 四 (x) ~ 》 是 否 成 立 。 如 果 已 未 停机 ， 则 PO) 至 少 
BE y 1 BG 故 rls) ~》 RR, ERE, RED 
mg. 

= E P(x) 计算 (x) 时 曾经 存储 过 的 最 大 数 ， 
cwo] 当 405 AE i 
一 上, 此外， 

U) 与 AGO MEXR BREUR E. 

设 已 共 * 条 指令 而 用 到 的 单元 共 “ 沾 。 红果 R... R. 的 
AES < ?》， 则 机 器 内 存 状态 共有 (y + 1° Bh, 连 指 令 共 有 
sO + DD“ 种 不 同 状态 ， 今 实施 P.G) 共 Is(? 十 1)" 步 ， 各 
腔 宙 器 已 经 停机 , 则 检查 最大 的 存 情 数 而 决定 GD — y 是 否 成 
立 ， 如 果 机 器 尚未 停机 , 则 或 者 上 述 状 态 重复 出 现 , 故 机 器 永 不 停 
宙 , 这 时 (x7 之 >》 不 成 立 ; 或 者 上 述 状态 不 重复 出 现 ， 那 必 是 
出 于 有 一 单元 肉 存 数 和 大于? KE hay PREX. 因此 
HD = y 永 可 判定 ， 条 件 (2) 满 足 . 

通常 使 用 Torings 机 器 ,于 是 (一 ) 的 和 (x》 便 叫做 该 函数 的 
HERRE. TICH 如 (x) 便 叫做 该 函数 的 空间 复杂 度 ({ 三 ) 
的 @ GO 实际 上 便 是 Turing 机 器 的 所 用 带 上 方 格 数 )。 由 此 可 
见 ， 前 二 记 讨 论 的 了 时空 复杂 度 恒 是 我 们 所 讨论 的 计算 复杂 雇 的 一 
种 、 当 其 朱 地 限定 为 时 间 、 空 间 复 杂 雇 时 ,当然 得 到 很 多 具体 的 更 
进一步 的 丫 果 。 但 目前 我 们 有 兴趣 的 是 一 般 的 计算 复杂 庭 。 下 面 
的 寺 论 基本 上 对 任何 一 科 计 算 复杂 度 都 适用 . 

定义 ”如 果 一 谓词 Mx) 除 有 限 多 个 < 外 都 成 立 , 亦 即 有 一 
E n EE r> m 时 MERX mis MO) 几乎 处 处 成 立 , 亦 
说 MO) BAY. 

定理 1 CS 438258 <(e) ， 都 有 一 个 递 轨 全 函数 
Kay, HEUS 0; 1 使 等 对 于 了 的 任何 枚 举 标 码 1， 均 有 

MOET) 
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PRY. 

证 明 ees nA 

Bin) < a(a)—*3e < a(n)(b(8) = e)s 

故 可 以 完全 并 定 : 给 出 皇后 是 否 Aln) < ala). 

今 设 /0) ,KKD -fn 一 1) BEER HEL 

二 pe(e < n Az 与 以 前 已 定义 的 去 不 同 Ahia) < ala) 

当 这 个 = 存在 时 3 

一 上 ,此 人 外。 
因为 如是 否 有 定义 可 以 判定 ,如 有 定义 。 可 确定 其 值 。 从 而 可 
定义 pO). FEN: 
: L MBENE 和 se) 一 0 时 ; 

KÒ -f EA. 

显然 He) 是 递归 全 函数 . 

命 f 的 标 码 为 :， 即 (e) 一 Ale). BIEI r= ia (— J 
BELH i). 

另 一 方面 , 设 对 某 个 具体 的 REESS Aoi 

POETON 


命 


有 定义 且 < 时: 
0,33 40648 六 有 定义 是 <: P. 
选取 ”使 得 = 2 r, p HE (n) S afa)。 我 们 断言 必 有 k <a 
使 得 ici WARU k < E i MEEN i 的 第 
n PRAT ¿< n Ai (k Apl) S ep]): 故 必 有 nS 
i. 又 因为 n> p, 而 凡 使 k < kR L< p, 坡 必 有 nS 
L 从 而 必 有 iSi WEZ, M30328 AmE &(m)< 
alm), WARRI in 
Ft LES 6 E, JAT i 必 不 是 u, AT 
p) > ale) 
ARU TERRE 


i+ mas {kin 有 定义 且 h< ih HA RE 1 
"| 


sare 


这 条 定理 的 "更 成 立 * 能 答 加 强 为 “成 立 " 呢 ? 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 对 于 任何 一 个 函数 f, 对 于 性 何 一 个 具体 值 ， 只 要 fa) 有 
定义 一 少 都 奇 一 个 程序 很 块 地 计算 出 Kz) 来 。 其 办 法 是 ， 在 
原 有 的 了 程序 上 ;共和 人: ME “r= ao”, mE NE e 为 逢 ;如 不 
是 再 转 到 原 有 的 程序 .这 个 程序 对 计算 Ka) ME RER, 只 
要 a 十 5 十 3 步 ,从 而 只 要 al) > x + b+3 便 不 可 能 说 f(z) 
的 计算 复杂 性 dl) 必 处 处 大 于 al), TAK, 定理 1 是 最 好 
的 一 个 结论 . 

定理 1 是 指 、 任 给 一 个 alx)， 都 有 一 函数 Xe) ， 它 的 计算 
复杂 度 大 于 s(x?， 阳 恒 有 和 任意 复杂 的 函数 . 

出 人 意料 区 是 ,我 们 有 一 条 加 速 定理 ， 

定理 2 {加 速 定理 ) 性 给 一 个 递归 全 函数 re), BA t 
递归 全 函数 使 得 对 f 的 生 何 一 个 程序 避 RE 永 有 上 的 另 一 个 
程序 Pi 使 得 rCGbe(z)) < 5: (2) 殖 成 立 . 

本 定理 的 证 明 较 繁 , 今 略 . 

这 里 r(e) 可 取 为 上 升 很 快 前 函数 .例如 , r(e) 可 为 2 等 
等 . 无论 怎 样 取 ， 总 有 一 个 递 妇 全 函数 , 使 得 任何 一 个 程序 P, 都 
有 另 一 个 速度 更 快 的 程序 六 使 得 $, (z) > r (g(x)) Ph pR Yr, 
换言之 ,对 f 而 言 ,没有 最 好 的 程序 (速度 最 快 的 程序 ).。 

这 条 定理 不 是 能 行 的 ， 即 具体 给 出 rte》 后 ,固然 可 以 先 出 
f, 但 具体 给 出 P 后 ,未 必 能 具体 作出 Pe， 如 果 我 们 放弃 “Ps Æ F 
的 程序 * 这 个 要 求 ,只 要 求 P, 所 计算 的 ( 仍 是 递归 全 函数 ) de), 
EBRE UO 一 f(x) ARA, 那 末 这 个 P, 却 可 以 能 行 地 求 
出 、 


由 于 有 六 冬 的 函数 #, 理论 上 说 来 ,对 机 器 的 改进 不 如 对 程序 
的 玫 进 ， 信 如, 设 由 于 工艺 以 及 别 的 设备 方面 的 改进 ,可 以 算得 程 
序 的 计算 速度 快 万 倍 ， 现 在 取 * 使 得 r(e) > 10000e。 对 这 样 的 
有 一 个 f， 当 给 出 Pi 时 永 有 P, 算得 (zx) > rl). 

如 果 对 新 机 器 使 月 得 程序 Pi, 则 所 费 的 时 间 将 为 一 出 Cx)/ 
10000; 如 果 对 旧 机 器 而 使 用 新 程序 Pt 则 所 费时 站 为 1 一 dC); 
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由 于 ela) > 7(dkCe)) > 100006,(2), KAF 
b < 6: (z) /10000 — a, 
故 后 者 所 费 的 对 间 更 少 。 

当然 ,工艺 的 改进 绝 不 可 少 ， 因 为 当 既 使 用 新 程序 P, 又 使 用 
新 机 器 时 ,而 所 赣 的 时 间 自 然 更 少 。 

我 们 想 按 计算 复杂 性 作 分 类 ,最 容易 想到 的 是 : 

EX 命 E, 表 [bid DEEBA (s) < G) Rh 
BHI E, | {j:f 为 递归 全 函数 且 它 有 程序 已 E1 eG) < a (z) 
ARE 

这 个 分 类 是 非常 清楚 的 , 即 其 计算 复杂 度 几 平 处 处 小 于 ale) 
的 都 属于 E, (BF EBE SE, 这 个 分 类 的 用 处 颇 令 人 怀疑 

定理 3 (ARER) ” 任 给 递归 全 函数 r(e) 使 得 +(x) Z z, 
则 有 一 个 递归 全 函数 (o 使 得 : 

(1) 对 任何 : REN s>s, WR 由 (x) 有 定义 且 

el) 2 als), 
则 必 有 pa) > Aah 从 而 又 有 

(2) E, = Erwey. 

证 明 (1) 先 定义 一 个 数列 knr) 如 下 : 

k — 0, 

k, = r(&,) + 1 (n < z R) 

*261RDC B) Arr) (0 S< n < z). KE z-+ 1 个 区 间 ， 而 
Í B(x)(: < z) 只 有 = 个 ， 故 必 有 一 区 闻 不 含有 任何 6, G) 
G <). 今 命 

š, = ne(Ve, < stpa Elkar RAD 
并 命 a (a) = k. 

由 理论 知 这 个 i 必 存 在 , BE] BTEREIE. AX aA 
E 由 (zx) = y， 便 必 可 判定 是 否 4,(G)8[k,,r(k)1. 因此， 可 知 
a(x) 是 递归 全 函数 (无 需 使 用 Church 论点 )。 

SR r>: HB 加 (x) Z a(w), B] xfz) 的 作法 知 ， 必 有 
plela) #& 各 (x》 亦 >>r(alx)), 因 此 (1) 得 证 。 
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O) 显然 有 EGE 记 为 ECE. WAR 了 使 得 fe 
ENE, B| 1 将 有 一 个 程序 忆 使 得 加 (x) < r(a()) ARA E 
AF 契 B.， 必 有 有 无穷 多 个 = 使 WO) > rtw)， 而 这 与 (1) J, 
由 此 可 知 ,(2) 成 立 ， 于 是 定理 得 证 . 

注意 ,所 作 的 zx) 可 以 大 于 任何 洲 和 全国 数 (GO). RIE 
上 面 的 证 明 中 命 名 一 c(x) ER. 

由 这 定理 可 知 , 所 加 的 限 otx) 是 没有 多 大 意义 的 , 齐 即 这 种 
分 类 法 用 处 不 大 ， 

作为 计算 复杂 丝 的 一 个 用 处 ,我 们 指出 下 列 事实 。 

初等 函数 的 计算 复杂 度 亦 是 初等 函数 ,因此 可 得 : 

O + 为 初等 函数 恰当 F 的 计算 复杂 度 QO 亦 苍 初等 函 
B GABA f ERBA) 

这 个 事实 容易 证 明 ( 就 初等 函数 的 组 成 过 程 而 证 之 )， 但 更 有 
Emas: E. 

从 本 原 函 数 出 发 , 当 每 次 作出 新 函数 时 ,都 要 求 该 函数 的 计算 
复杂 度 (和 对 间 上 的 或 空间 上 的 ) 是 已 知 的 萝 数 ， 部 未 这 个 二 数 必 是 
初等 函数 。 

换 句 话说, 如 果 我 们 严格 地 要 求 能 行 性 , SEREF ARN, 
都 要 妥 新 函数 的 计算 复杂 度 可 用 已 知 函 数 来 得 量 ， 那 均 所 得 出 的 
现 数 只 能 是 初等 函数 ， 

由 此 可 知 禄 等 范 数 的 重要 狂 。 上 面 事实 的 证 明 并 不 难 , 但 有 
SRA, 

但 是 根据 使 导 计 算 和 的 实际 经 验 ， 人 们 还 从 知 等 函数 中 分 出 
两 类 来 . 

定义” 如 果 ONU phe) 计算 复杂 度 dle) 是 < 的 多 
项 式 函 数 , 则 万 <》 叫做 可 现行 的 (或 能 现行 的 ) 函 数 (feasible fu- 
action), i Ke) 的 计算 复 厅 度 dle) 满足 dle) > 2, 则 说 
e 是 非 可 现行 的 (当然 仍 是 能 行 的 ). 

人们 认为 ,可 现行 的 函数 才 实 下 的 可 以 硅 现 实 的 计算 机 计算 ， 
非 现行 的 函数 Keo) 只 对 极 小 航 小 的 值 才 能 计算 FG). 至 于 
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五 为 大 一 些 的 x 值 。 要 计算 jz) ， 殉 论 从 存储 景 (空间 上 ) 来 说 ， 
或 是 从 计算 时 间 上 来 说 ,都 是 现实 的 计算 机 所 不 能 计算 的 . 

当然 ,这 里 仍 有 一 些 理想 的 成 分 ， 试 命 。 a=10 上 (10 34)， 
即使 每 个 原子 可 存 一 位 数字 ， 这 个 数 也 远 远 超过 地 球 上 的 电子 数 
目 , 是 无 法 存储 的 。 常 数 。 尚且 不 能 存储 ,哪里 还 谈 得 上 计算 那些 
复杂 度 为 多 项 式 函数 的 函数 $ 这 个 极端 的 例子 ,我 们 暂 不 详 论 , 姑 
ERU: 复杂 度 为 多 项 式 函数 是 可 用 现实 计算 机 计算 的 《 即 可 现 
TEH. ` 

计算 机 还 分 两 种， 一 种 是 使 用 一 意 的 程序 ， 每 一 步 都 决定 下 
一 步 怎样 走 ， 任 何 计算 机 依 这 种 程序 计算 时 ， 只 要 不 出 差错 ， 各 
步 以 及 各 中 间 结 果 都 必然 是 一 样 的 。 另 一 种 是 使 用 多 意 的 程序 。 
当 执行 了 某 一 指令 后 ,下 一 步 可 以 有 多 种 走 法 ,由 计算 机 当时 自己 
选 定 ， 使 用 这 种 程序 时 ,不 同 的 计算 机 可 以 有 不 同 的 计算 过 程 ;可 
得 到 不 同 的 结果 。 只 要 的 确 是 程序 所 人 允许 的 计算 过 程 不 同 的 结 
果 都 是 正确 的 结果 。 这 种 使 用 多 意 程序 的 计算 机 , 在 讨论 形式 语 
言 时 起 极 大 的 作用 . 

现在 ,有 一 个 著名 的 未 解决 的 问题 : 那 就 是 对 一 意 程序 而 言 ， 
其 复杂 度 为 多 项 式 的 还 数 类 与 对 多 意 程 序 而 过， 其 复杂 度 为 多 项 
式 的 函数 类 是 否 相 同 ” 设 前 者 的 函数 类 记 为 P， 后 者 的 函数 类 记 
为 NP， 一 个 未 解决 的 难题 是 : P 一 NP 吗 ? 

这 个 问题 很 重要 ， 受 到 很 多 人 的 重视 和 大 力 研 究 ， 如 果 答 案 
是 “对 的 “(两 类 子 数 是 相同 的 ), 那 末 很 多 问题 , 例如 , 判定 布尔 表 
达 式 的 真 假 的 过 程 , 便 可 以 是 可 现行 的 问题 (其 复 杂 度 是 多 项 式 函 
数 ), 可 以 几 现 实 的 计算 机 来 计算 ,有 反之 ,如 果 答 案 是 “ 否 "(两 类 函 
数 是 不 相同 的 ), 那 末 , 这 些 问题 便 不 是 可 现行 的 问题 (其 复杂 度 不 
是 多 项 式 函数 )， 只 有 利用 多 总 的 程序 才能 现行 计算 (这 种 机 器 目 
前 尚 不 存在)， 很 多 人 猜想 ,要 想 解决 “P= NP B” 这 个 问题 ， 
3163884889 E, 

可 现行 性 的 斌 究 是 计算 复杂 性 理论 中 一 个 重要 的 新 方向 ， 现 
在 越 来 越 受 到 人 们 的 重视 , : 
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SAR ”化 归 与 不 可 解 旗 
$80. 化 归 与 不 可 解 度 总 论 


在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 经 常 把 一 个 判定 阅 题 北上 与 到 另 一 个 | 
题 去 ,我 们 的 论证 是 :“ 如 果 问 题 4 可 判定 则 问题 卫 亦 可 判定 ， 
8 不 能 [完全 , 半 ) 浏 定 , 故 4 亦 不 能 { 完 爹 \ 举 } 剂 定 "。 这 就 是 把 问 
是 4 的 判定 化 归 到 问题 也 的 判定 去 ， 

我 们 说 ; 如果 问题 4 可 化 归 到 间 题 B, 则 问题 4 的 判定 “易于 
问题 的 判定 。 因 为 , 当 B 可 判定 时 ，4 亦 可 以 判定 。 因 此 , 借助 
于 化 归 , 我 们 每 每 可 以 把 问题 的 判定 排出 一 个 难 易 次 序 来 - 

但 是 这 种 化 归 , 丰 能 只 赁 直觉 ， 而 必须 妥 确 地 规定 ， 所 谓 化 
ERREA, 只 当 “ 化 归 ” 有 了 有 明确 定义 后 , 我 们 才能 够 准确 无 
WFE FARRE. ` 

(1) 如 果 有 对 BC) SHEAN, 也 就 有 对 4G) 的 判定 算 
#. 

(2) 如 果 知 道 B(x) 的 真 假 后 。 也 就 可 以 知道 4(x) 的 真 
假 . 

(3) 如 果 利 用 有 关 BO) 的 信息 ， 也 就 可 以 知道 有 关 (ex7 
的 性 质 ， 

如 此 等 等 . 现在 我 们 便 来 明确 地 讨论 化 归 同 题 

首先 ,我 们 限于 讨论 谓词 区 判定 ,而 不 再 讨论 函数 的 求 值 。 因 
为 求 函数 jtx) 的 值 的 问题 , 可 以 改 为 求 判定 谓词 y= ftx) 的 真 
假 问 题 ， 两 者 实质 上 是 一 致 的 。 同时 习 居 上 不 说 对 谓词 4(x) 的 
判定 , 而 说 对 集合 GdG 的 判定 ， 见 对 正 合 的 判定 问题 ,其 
实 对 集合 4 = [rA 的 判定 , 仍 是 问 EA BU ZG) 的 真 
BEE. 
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其 次 ,我 们 讨论 完全 判定 而 不 眼 于 半 判 定 ， 因 为 对 谓词 而 富 、 
RERE, RAE TEX” PRF REA”, MEYE 
“0”. 如 里 讨论 半 判 定 , 则 “xz& K” 5 “x€ Kc” 的 问题 便 有 不 
BARES, x € 天 是 归 举 谓词 ，xe K€ 甚至 于 不 是 归 举 谓词 ,着 来 
似乎 判定 的 难 易 相 去 其 远 ,其 实 ,详细 说 来 ,有 下 列 的 情况 : 

zz 玫 可 半 巡 定 ， 它 真 时 我 们 必 知 道 ， 它 和食 时 我 们 未 必 知 
道 ， 

z€ K° 可 负 半 判定 ， 它 旧 时 我 代 必 知道 ， 它 走时 我 们 未 必 有 知 
道 . 

我 们 应 该 说 , 这 两 者 难 易 程 度 是 一 样 的， 甚至 于 我 们 可 以 阅 ， 
对 两 改 药 判定 实际 上 是 一 个 判定 间 题 。 如 只 讨论 半 判 定 ， 从 而 认 
为 是 两 个 难 易 大 不 相同 的 判定 问题 ,第 会 觉得 不 够 自然 了 . 

化 归 问 题 既 然 是 对 判定 问题 排 个 难 易 次 序 ， 因此 便 与 次 序 关 
系 发 生 窗 团 关系 ， 我 们 先 一 般 地 进行 讨论 ， 

不 管 哪 一 种 位 昭 , 暂 使 用 "4 < ,B” 表示“4 可 化 归于 B” (w 
38: 可 拒 判 定 4 的 问题 化 归 为 判定 五), 我 们 要 求 它 满足 下 面 两 个 
性 质 : 

(1) 自 反 性 ， 即 ,对 任何 A,4<,A 但 成 立 . 

(2) EHE. RH 4=<,B, B<,C TE ASC. 

RITE LIRA, WAARA E AE R. 

但 是 我 们 不 要 求 它 具 有 “反对 称 人 性“， 即 不 要 求 它 满足 如 下 条 


件 ; 
如 果 ASB AESA 则 4 一 8 
出 于 没有 反对 称 狂 ,因此 我 们 引入: 
定义 4=,B HAS, H B&A. 
这 时 三 ， 必 是 一 种 等 价 关系 , 即 它 必 注 足下 列 三 个 性 质 ; 
(1) BRE 4=.,A. 
(2) 对 称 狂 如 4 三 :6 H| B = ,4, 
(3) 可 传 性 w A =,B B B==,C, RU 4 = ,C. 
于 是 ,根据 集合 论 中 的 热 知 方法 ， 可 根据 等 从 关系 三 ， 而 将 
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KASR, A "A = ,了 ”成 立时 便 抬 4 ,3 放 人 同一 类 中 , 订 成 立 
时 则 放 在 不 同类 中 ， 这 秘 等 价 类 便 叫 敏 r 化 归 度 , JD r 下 可 


解 度 。 当 4 为 递归 集 对 , 4 所 在 的 7 化 归 度 可 叫做 了 
H7), ADERE, GAEREN g > 128 


递归 度 ( 或 弟 
BERII r 


BE). SARTE apf, BHARA RHE a. TEH 4< 4 或 


a = ddA), 


定义 5 A<, 时 则 说 dA) (B). mt CO = 


` AKB) 但 4(A) = (B), MWB ACA) < ALB), 


(对 集合 A, 


Bë, <, 读 作 “r 化 归于 ”对 化 归 度 (A) dBA < R 


fE “ 小 于 或 等 于 "而 < ， 读 作 "r 小 于 )。 
对 化 妇 度 言 ,性 ,有 反对 称 性 , 即 
如 果 dA) (B) B. dB) S dA) WJ 
dA) = d {B}. 


因为 这 时 必 有 4 = B, MA A,B 必 放 在 同一 类 中 ， 亦 即 责 者 


BLAR GHT. 


但 总 无 沦 就 集 侣 的 < , REER <, ME A EEE 


由 我 们 没有 下 列 的 关系 : 


(P) 或 者 4 所 .8 或 者 BSA 两 者 必 居 其 一 ， 
(Z) 或 者 A) SAB), RE dB) < 2, (Ay, PEA 


居 其 一 ， 
基 此 所， 永 荐 偏 六 而 不 能 是 全 序 . 


定义 ”如 果 婚 没有 A<,.B 又 没有 BA, NX A,B E 
r 不 可 比较 , H dA) 与 aB) > 不 可 比较 【7 不 可 比较 度 ). 


通常 记 为 dA) leB). 


定义 ”集合 4 巧 在 集合 族 M 吓 依 所 而 言 的 最 大 元 , 指 AE 
M 而 且 VB(BE M — B < ,4), SM AHŽRRHT M hik < , 


Tü 658 eni ëk r 完备 的 集 - 

关于 数 集 (至 少 关 于 妇 举 数 集 ) 在 偏 序 <, 之 下 
归 论 的 一 个 重要 只 容 ， 

注意 ,一 集 族 中 的 r 最 大 苑 未 必 存 在 , 归 举 集 族 上 


ELLES 


的 结构 , 荐 着 


bh 的 + EKT 


OFE * 完备 集 ) 亦 夫 必 存在 。 

定义 ”如 果 有 a<r, bS, WAE Ee, ER. 

EX ”上 界 中 最 小 的 叫做 上 确 界 , 亦 即 : Aran 是 ab 的 一 
个 上 界 ,而 对 ob 的 任何 上 界 了 而 言 永 有 c< 4, 则 说 < Æ a,b 
的 上 确 界 , 上 确 办 如 果 存 在 必 是 唯一 的 ,证 为 alb, 

仿 此 : 可 以 定 文 eb 的 一 个 下 办 ,以 及 a,6 SFAR. Fi 
界 如 果 存 在 亦 必 是 唯一 的 , 记 芳 aN, 

定义 ” 设 在 集合 4 中 已 定义 次 序 迄 。 如 果 对 该 次 序 而 言 , 任 
何 了 两 元 永 有 一 个 上 确 界 ( 亦 即 a J& 永 有 定义 )。 州 说 该 次 序 在 4 
中 组 成 上 上 半 格 。 如 果 任 何 两 元 永 有 一 个 下 确 界 。 则 说 该 次 序 在 4 
中 组 成 下 半 格 ,既是 上 半 格 文 是 下 半 格 的 便 叫 做 格 ， 

由 下 文 可 知 , 戏 现在 已 经 讨论 过 的 一 些 重要 的 化 归 而 言 ; 其 化 
览 度 永 可 组 成 一 个 上 半 格 。 

下 文 我 们 便 开 始 讨论 一 些 重要 的 化 归 。 


$81, 多 一 化 归 与 一 一 化 归 


定义 ”如 果 有 递归 全 函数 (e), EA 
Vele € 4—(e) € B), 

则 说 4 可 多 一 化 归于 5, 记 为 4 < B. 

定义 ”如 果 多 一 化 归 中 的 Ae) 是 一 一 函数 ， 则 说 4 可 一 一 
AF EIRA 4 < B. 

定理 1] <, 5< 其 有 自 反 狂 与 可 传 性 . 

证 明 因 z€ 41x)€ 4, fk < , 55 <, Rf Bl E bt (tE 
意 ,7?(e) 是 一 一 函数 )， 其 次 ,如 果 z€ A> 有 tx)& B, WEB z€ 
Bafs) € C, RH rE Ahle) E Ba ftfitx))E E MES 
hh ADASA, MAD FARKLAR, 4 foh 2536 
53k R —— S rh, RU) 亦 为 递 月 全 函数 且 一 一 函数 ， 
# <, 与 < RS feb. 

定理 2 如 果 ASB, W 4 < ,B. (3248) 
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MKII AL < 。 的 定理 均 适 用 于 种 一 1， 否则 必 加 上 条 忻 
“1 
定理 3 A <,B— 14 =< nB 
证 明 如 果 4<,B, MJ 14 iB SK. ER x€ 4* 一 
f(z) & 号 、 这 时 两 边 取 否 定 便 有 
x A<—]G) £ B, EB aE Aef) E B<. 证 完 . 
定理 4 WR 4 所 ,B, Wa B 238043, 3 4 2291614 8. 
证 明 arab *e 4<flx)E€ B, Mg A, B 的 特征 函数 分 列 
H ala), óla), N al) = 0—*=€ A—1G)6 Bb) ) = 0, 
由 于 特征 函数 只 取 0,1 WE, 故 al) 一 bia), XAF He) K 
(e) 均 为 递归 全 函数 , 故 be BARAZER, WR ale) 
为 递归 全 函数 , 故 4 5388338. 
定理 5 如 果 A< *B， 而 了 为 归 举 集 , 则 4 亦 为 归 举 集 . 
证 明 AA BAAP, kA- RAER A E 
z€ B<——3e(k(z,e) = 0), 
XE A< .B, AME- RAER y SE +€ At) € B, Mi 
z€ Afa) € BAGE), e) = 0). KOCE), 显 为 ze 的 
一 般 递归 函数 , 改 4 为 归 举 集 。 
定理 6 (1) 如 果 有 为 递归 集 , 而 B = pN, WAS aB. 
(2) 当 4,8 为 N 时 ,由 如 下 
(2.1) ASN AK À = N. (2.2) AS ap 怡 当 ASh 
(23) pS nB %4 B N. (24) NSB 恰当 BB. 
证 明 (1) 因 B s< é,N 可 取 s€ B H. cB, HEX: 
b, 当 z€ 4 时 ; 
= 1” 当 z€ 4 时 ， 
由 于 4 递归, 故 JG) 为 递归 全 国 数 , 卫 有 
zE Aja) € B, KA 4 所 mB、 
(2.1) 由 自 反 性 有 N SpA, 其次, 如 果 x€ dE N, 
由 于 显然 IEN, # z€ A, PB À — N. 
(22) AS ppd < N— dm N— £ = ë, 


236° 


ee - 


(24) 3k N< 由 zeNefoOcB # B—/f 的 值 域 
从 而 B = ó, 反之， fü B = é WE ¿8 B. 并 定义 fü) = c 
(H ), | z€ NEB, HNE ,B. 

(23) $ < <B+->N < pB eBt Z pB AN, 证 完 ， 

定理 7 ”如果 4 为 非 递归 的 归 举 集 ， 则 4 < -4 与 4<。 
A 均 不 成 立 > 

注意 ,我 们 说 , 这 样 的 A, 4° 是 记 不 能 比较 的 ， 改 详 不 可 比 
RHR EEEE. 

证 明 如 果 4° 和 aA MAEA S5, A 为 归 兴 集 , 这 与 4 非 站 
BTE. 如果 4 < *45， 两 边 取 补 , 由 定理 3。 再 得 4° < anA, 
仍 不 可 能 . 证 完 . 

由 定理 7 TA“ S mw* 不 是 理想 的 化 妇 理 论 ,上 面 说 过 我 们 认 
为 对 所 的 判定 与 对 4 的 判定 应 是 同一 的 问题 ,如 今 况 是 难 易 程 度 
不 可 比较 的 两 个 判定 问题 了 ， 此 外 定理 5 中 把 中 与 杂 特 别提 出 ， 
与 别 的 递归 贷 不 一 样 , 也 基 这 种 化 妇 理 论 不 合 自 的 又 一 现象 . 

定理 8 4 为 归 举 集 恰当 4 < aK, (K = (z:x 6 W )) 

证 明 rE 4 执 o 天 ， 因 天 为 归 举 集 , 故 由 定理 5, 4 亦 为 妇 
FR. EZ WR 所 为 归 举 祭 , 可 定义 g(x,y) WF: 

e(z,y)= 1, Ñ z€ 4 BF; 
= L, X z£ 4 W. 
依据 s 一 m — n 定理 ,有 递归 全 函数 4(x) 使 得 
g(z,y) = paa G). 
故 由 的 定义 : 即 得 
z€ A— p, (A (2) 有 定义 一 > 有 (Cx) E K, 
AI 4 < 。 反 .于 是 定理 得 证 . 

HAFEN. 

定义 ”4 是 mm 完备 的 ， 指 及 为 妇 举 集 且 任何 妇 举 集 B 均 有 
BS pd. 

由 定理 8 即 得 : 

定理 9 (1)K 是 mm 完备 的 (2)4 是 "完备 的 怡 当 4 = nK 
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HADAR KS nA. 

注意 ,由 定理 8, 定理 9, 可 以 说 x € K E 13518 Ah EE HE 
的 一 个 问题 . 

鲍 如 ,下 列 的 集合 都 是 m 完 备 的 ,读者 可 自己 证 明 .。 

(I) {rs 9):x€ Wy} 

(2) fr:ce W.) (c 为 一 具体 数字 ) 

(3) {x:x€ E.) 

(4) deip) = 01, 

定理 10 4 为 m 完 备 的 恰当 4 为 创造 集 。 

证 明 〈 一 ) 如 果 革 为 严 完 备 的 : 则 K < at, k K° < 
由 产生 集 处 所 论 知 A 为 产生 集 , 再 因 4 DIER, A Aaj 

(< 二 )【〔 比 结论 由 Mybill 获得 )、 设 4 为 创造 集 : 而 B 为 归 举 
KRINE B<,4, HT A 为 产生 集 , 设 其 产生 通 数 为 Pe). 
今 定义 g(z,y,z) 如 下 : 

eeno f” H s= p) HB. y€ B Ff; 
Lo 此外。 
由 r— m — n 定理 ,有 一 个 递归 全 通 数 hry) 使 得 
Puanla) = gla, y3). 
特别 地 有 
{pr}, 3 y€ B kt; 
We wn. 
由 第 二 递归 定理 知 , 有 递归 全 函数 "fy) 使 得 
Wino = Wasan (H y) 
BaH E 
{PaO H y€ B 时; 
on = b EA. 

今 断 言 YE B 恰当 p(n(2))6 4 《从 而 B < ,A), PŠ UEB3 n 
下 : 

如 果 y€ B, M W o = {plrty)))， 反 设 GEA Ju 
W, C ASET Ple) 2045 898 EBRSR O POON EW ay 
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这 非 事 实 , 故 必 有 p(n(y))é 4、 另 一 方面 ,如果 yé B NU 
多 so 一 9S4c。 
因 pte) 为 4° 的 产生 函数 , 故 P(nG))6€ AS, 断言 得 证 

由 这 断言 及 p(nte )) 为 递归 函数 , .可 知 B < 4. 于 是 充 
DEME. KERE. 

定理 11 集合 A= {x:p: (2) 是 全 函数 }， 集 合 B= dr: 
Ple) 不 基 人 函数 } 都 不 能 mm 化 归于 K。 

证 明 因为 由 上 知 4,B 都 不 是 归 举 集 、 

这 条 定理 说 明 这 两 集 的 判定 问题 要 比 天 的 关 定 问题 更 为 困 
难 。 

REANA m (LARREAN LER a RETRO 
如 下 : 

定义 ”好 果 某 个 mw 化 归 诸 ( 它 是 集合 族 ) 中 含 让 遂 归 集 (或 归 
举 集 ), 则 这 个 = 化 归 度 叫做 * 递 吕 度 Cm 归 举 度 )。 

定理 12 (1) {$}HN; 为 普 递 归 订 ,分别 江 为 0 S n, 

(2) Ko 与 "以 外 还 有 一 个 所 递归 麻 ， 它 由 由 与 部 以 外 的 全 
体 递 刀 和 集 组 成 ， 记 为 U。 并 对 每 一 个 思 化 归 麻 a 殉 有 ; 

G > 0,n — 0, < na 
因 上 比 , 除 0 an 以 外 ,Dw Es m ARERR. 

(3) HEA m CHEA, as n— 0 <, É G= 0 — 
n < sm, 

(4) EA m FEM HF SSH pR. 

(5) 如 果 e < -8， WERA, BRR, Me 3253814, 
FE., AMOREARSE MEn F6SEF0 SE 435 
E. 

(6) 厅 一 个 最 大 的 王 归 举 度 , 那 便 是 K), 今后 记 为 1。 

这 些 铬 可 勾 由 以 前 的 结果 得 到 . 

使 月 m 化 当 度 的 语言 还 可 以 得 出 一 个 结 刁 . 

定理 33 ”mm 化 归 度 组 成 一 个 上 半 冤 . MEHRA n ea 
ab 都 有 一 个 上 确 界 a 329. 
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证 明 ir am dA), wdLB)。， 今 定义 C=A 合 B 如 


2r€ Crmx€ Á 

2x 1€ Cré B. 
HELTU ASC K B <,C. me c == d(C),W c BE ah 
的 一 个 上 办. 

SHA a= d(C.) 使 得 ASC, 了 nC, @ 

z€ A—JG) € C,, z€ B—g(a) € C 

则 有 

xé Cer Ë Alz/2]6 AV - z Æ Alx/2]6 B 

<= 8 AFI<Ü/2])8 CY x # AgC(z/21)6 C, 
Ka AOSD, — 35 < BFf; 
一 8g([xj2])， 38 z ñf. 

便 有 rE Chl) € C... Wk C < ,C.. 故 知 d(C) E d( A) 与 
alB) 的 上 确 界 . 定理 得 证 。 

推论 ”如果 a,& 为 归 举 度 , 则 aUs FAHER. 

定理 44 单纯 集 不 是 ;完备 集 , MTA E AIE a 而 言 
永 有 On = ,a < In. 

证 明 N a = 0, a, #& 0, < a. KE 4 为 归 举 度 县 非 创造 
集 , 政 a < 005。 

2 3E3E 3] Nl, #E bw 与 05 之 闻 有 另外 的 * 归 举 度 , 即 单纯 集 
的 mw 化 轨 度 . 

上 面 我 们 是 把 之 。 与 <, 的 公共 性 质 讨论 了 ,所 得 结果 完全 
不 分 mm 二 1 或 可 .至 于 <, BF <, 之 闻 的 关系 ， 除 定理 2 所 说 由 
<, 可 得 所 。 以 外 ,我 们 还 未 讨论 。 关于 这 方面 ， 我 们 有 下 列 的 
结果 。 

O) 无 论 在 递归 集 或 在 归 举 集中 ， 志 | 5< ,, =,5 =, 
都 不 是 完全 柜 同 的 * 即 有 AB 使 得 有 A< nB 但 没有 A< B, 
以 及 有 4 二 。8 但 没有 A= .B. 

{2) 伍 是 1 完备 集 却 与 完备 集 相同 。 这 些 结论 虽然 有 趣 ， 
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但 我 们 暂时 以 路 . 

我 们 想 寺 论 号 一 个 问题 ， 

定义 由 工 -上 递归 一 元 全 函数 了 所 组 成 的 函数 集 允 做 量 换 
#. 

Bln, Me) = 必 *)， 便 是 一 个 置换 ,而 

0) = 1, fG(1)= 0, fs 一 > (x = 0,1) 

也 是 一 个 置换 . 

定理 15 全 体 置 换 集 在 失重 之 下 组 成 一 群 . 

证 明 aR fe), gle) 为 一 一 递归 全 函数 , R) f(gle)) A 
是 一 一 , 亦 是 递归 , 亦 是 全 了 通 数 。 故 置换 对 返 轩 封闭 . 

如 果 G) 为 一 一 递归 全 洒 数 , 则 人 (ce》 亦 为 一 一 ,由 于 必 
有 定义 , 亦 为 递归 ,当然 亦 为 全 函数 ， 履 逆 元 宕 是 存在 的 . 

渤 置 满足 结合 律 是 显然 的 。I(e) 为 么 元 案 . 

故 知 置 痪 集 在 迁 置 之 下 组 成 一 群 - 

定义 ” 设 有 两 数 集 A.B. 如 果 有 一 置 顽 了 使 得 f{ 4) 一 B 
【有 从 而 á = f'(B)), Wa 4,B AH. WA 4 之 B， 

定理 16 4= E 恰当 d= (B) ASB H BSA). 

证 明 (一 ) 并 果 有 一 一 全 函数 1 使 人 4) 一 了， 则 显然 有 

r€ Ae>f(r) EB B z€ B—f'() € A, 

d=. 

为 证 其 逆 ( 充 分 性 ?我 们 先 证 下 面 引 理 ， 

定义 集合 4,8 的 有 限 对 应 表 指 : 有 

Gay rs ps rss pe) 
Hei x 两 两 不 辐 , 诸 Y 杰 两 两 不 同 , 且 
x dey £ B(1 < ¿ < n). 
SUR 设 c< D, 任 给 C,D 的 一 个 有 限 对 应 表 
(mp. Rt£—z, C5 uU <= n) 

均 不 同 。 则 恒 有 一 个 能 行 方法 找 出 y 使 得 《my 站 Ena) 
《xz ,7》 亦 是 C,D 的 有 限 对 应 表 、 

证 明 设 <€ Ce JG) D. E z 后 ， 我们 作 下 列 计算 
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K) 一 pas Hra) = ya, Hen) 一 yas B y AA a 28, ER 
f 的 一 一 性 、 最 后 必得 出 FO) = y Se y(1 < i < s) 【可 能 第 
一 个 f(x") 便 与 一 切 y RA). 这 y' 即 南 求 ,其 证 如 下 ， 

EE y SEA USK Sa) 不 同 ， 其 次 ,如 果 EC 
H f BUR], ya, ya, trta €D, WIE za, zastrasza BÉ 
必 属 于 C. 最 后 Ye D. AM, 如 打 r gc, WARTHEG y $ 
D. 于 是 z€ C<》E D, HERR. 引 理 得 证 . 

注意 , 下 文 把 这 个 多 叫做 接 而 求 得 多， 使 《xy》 为 新 的 
对 应 对 个 . 

定理 充分 竺 的 证 明 . 设 4 三,B， K-EN js 使 得 x& 
4e JG) € B, B z€ Be>g(w)& A. 今 设法 作 A, 8 的 对 喜 表 
使 得 在 该 翅 应 表 之 下 A=B, 

策 4 步 . 第 《0, 红 0)》 为 对 应 表 的 第 一 对 . 

第 1 步 。 如 杂 异 ) 一 0【( 即 0 已 出 现在 对 应 表 的 第 二 元 素 
rh): 则 症 到 第 2 步 ， 如果 民有 ] = 0, HR x 一 9， 按 f RR 
EE (OLO), Gor) D A,B BARNER. 

第 姑 步 ， 如 果 在 已 有 的 有 限 对 应 表 书 ,有 已 出 现在 对 应 的 第 
ERP MEAR 2& + 1 步 。 如 外 尚未 出 现 ,下 v= k, ge 
而 求 y ,使 得 《x,y》 为 4,B 的 新 对 应 对 侦 . 

第 2k + 1 步 。 如果 在 已 有 的 有 限 对 应 表 中 ， 已 出 现在 对 
ERROTA p, KEER 2 + 2 p. Mk KRBE, B x 一 
k, iZ f REVER ar) D AB DERA. 

WEF HEARR- TRAR- JARB B TRNA 
RWE. hF f,8 均 为 一 一 , 故 这 对 应 表 必 组 成 一 个 置换 k, 
MEA M A)—= B. K A=B, ERE. 

由 于 置换 组 成 一 群 ( 置 痪 ), 置换 群 与 几何 图 形 的 变换 群 相似 . 
在 几何 学 我 们 把 一 包 能 由 资 瑶 而 彼此 变 闪 的 图 形 组 怠 一 型 *， 凡 
全 体 同型 图 形 所 共有 的 公共 性 质 便 是 图 形 苞 几何 属 往 ， 汐 几何 学 
的 主要 研究 对 象 . 现在 凡 4 = 中 【 同 梅 ) 的 , 亦 组 成 一 “型 ", 凡 同 
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型 的 全 体 函 数 所 共有 的 性 质 亦 应 是 递归 论 的 主要 研究 对 象 . 既然 
由 二 ; 与 由 渤 决 定 同一 型 , 基 此 ,三 ,的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 。 但 是 
上 文 说 来 ,mw 化 归 ( 以 及 1 化 归 ) 有 相当 大 的 缺点 ， 很 准 令 人 演 意 ， 
因此 ,次 换 群 在 递归 论 中 的 重要 性 不 能 不 令 人 怀疑 

因此 我 们 引 人 Turing 化 归 的 概念 ,这 是 最 广 的 , 也 是 迄今 最 
令 人 满意 的 化 归 概 念 ,也 叫做 相对 化 归 或 工 化 归 ， 


$ 82 T 化 归 ( 相 对 化 归 ) 


定义 ”集合 4 相对 化 归于 集合 B (或 谓词 4(e ) 相对 化 归于 
谓词 B(e)) 指 : 谓词 z € 4 递归 于 谓词 xe BUC) 是 递归 
于 Ble) 的 谓词 ), 记 为 4 < 5. 

显然 我 们 有 : 4 <rB 1634425 4633238 B, 

定理 1 蕊 rz 是 自 反 的 与 可 传 的 , 

证 明 显然 4 是 递归 于 4 的 ， 其次, 如果 4 递归 于 8,B 递归 
于 C 则 4 递归 于 6， 

定义 如 果 4< rB B B74, NX 4,8 RT SUB, 
W» A=B, 

定理 2 =; 是 一 个 等 价 关系 . 

定义 ”根据 4 = +B 而 作 的 分 类 叫做 了 化 归 度 ,省 称 化 归 度 
或 度 .。 4 的 工 化 归 度 记 为 4r(4) 或 dlld). 

注意 ， 如 果 4 所 *B， 出 有 上 使 得 EAE, KR 
须 询问 一 次 有 关于 B 的 信息 , 即 “f(x)& B 吗 ”, 便 可 以 决定 x E 
ARB. ME ASB, MAHE a(z€ 4) 时 ， 须 使 用 若干 次 
olre B) 的 值 , 当 然 每 次 是 有 限 个 值 ， 但 其 个 数 甚 革 于 个 数 的 上 
界 是 不 能 预先 决定 的 。 《如 果 个 数 的 上 界 可 以 预先 决定 ， 那 是 另 
一 种 化 归 ， 叫 做 真 值 表 化 归 ， 我 们 没有 讨论 . ) 但 照样 体现 了 把 间 
B x € 4 化 J 到 问题 < € B 去 的 思想 .从 前 只 限于 询问 一 次 
“f(x) e B” 的 限制 的 确 是 限制 太 严 了 。 

由 于 “了 化 归 ? 用 处 最 广 ， 在 下 文 凡 “T 化 归 *“ 了 等 价 “ 了 E” 
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BRET 字样 。 

定理 3 如 果 ASB, MJ 4 < B. 

证 明 如 果 z€ A—Jf(e)€ B， 命 4,8 的 特征 测 数 为 a(x)， 
ble), PRE alx) = 0 > bC) 一 0。 BD slx) 是 递归 于 
D) 的 .证 完 。 

定理 4 如 果 4 <B aAA MANAA. GAST.) 

以 上 是 所 7 与 < , AARD tB FILA 38 Y ZR. 

EES 4 = +A 

证 明 因为 alre 4) — Ncet(z€ 4°), 以 及 

<t(z€ A) = Net(z € A). 

定理 6 ”如果 4 递归 * 则 对 一 切 引 均 有 4 < rB, 

证 明 因为 递归 函数 是 递归 于 一 切 欧 数 的 . 

注意 ,对 <, 而 言 ,必须 除去 B 一 中 ENW. 

定理 7 WRAAE A<, MAREX, KET 
完备 的 . 

证 明 当 4 为 归 举 时 , 则 4 < ,K, M 4 < K. 

但 是 ,我 们 没有 :“ 如 果 47B 而 B 归 举 , 则 4 为 归 举 ”从 
而 我 们 没有 ”4 为 归 举 答 当 4 < +K”, KB SEE < > 55 < , All 
的 地 方 。 正 因为 这 样 , 工 归 举 度 不 组 成 一 个 首 毁 , 即 在 乓 之 下 可 能 
有 一 些 非 归 举 度 在 内 . 

如 用 化 旺 度 的 语言 ,上 面 这 些 结果 可 综述 为 : 

定理 8 《1 递归 的 化 归 度 兵 有 一 个 ， 记 为 0 它 恰 由 一 切 递 
ARAR CEE RSE. 

(2) K BMEJIRA 0, 0 EELER 
HA <0. 

G) 对 一 项 集 4,B 而 言 ，4m(4) 守 4r(A), 而 且 由 

dal A) Endal B) 
可 得 d( A) < ALB). 

(4) GREAR a,b 而 言 * 必 有 上 确 界 、 从 而 化 好 度 组 或 

一 个 上 半 格 . 


294. 


证 明 (1)2(3 LE. IOME. WE a = (4), b= 
dB), 则 可 证 *, 的 上 确 界 为 aUb=a( ADB). 《读者 自 证 )。 

从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 出 集合 KK 起 着 极 大 的 作用 .对 别 的 化 
归 说 来 ,天 的 出 现 是 一 个 偶然 的 孤立 的 现象 ， 但 对 了 工 化 归 说 来 ,天 
的 特征 性 质 可 以 推广 到 别 的 集合 上 去 。 这 便 是 所 谓 的 跳跃 算 子 
(jump operator). 

定义 设 4 为 集合 ,A(e) 为 4 的 特征 函数 ,递归 于 ACe) 的 
函数 集 有 一 个 枚 举 , 以 psy) 表示 第 * 个 递归 于 4 的 函数 (作为 
y 的 函数 )，9%: 的 定义 域 记 为 Wi pi 的 值 域 记 为 EZ. 

EX Ke (rre W£). 亦 记 为 全, 叫 逢 二 的 跳跃 ， 亦 叫 
做 4 的 补 金 集 ( 由 下 可 知 , 它 是 工 完备 的 4 归 举 集 ), ?叫做 跳跃 算 
*. 

定理 9 设 A,B 为 给 定 的 两 集合 , 则 有 

(1) K4 J 4 归 举 集 ( 即 其 特征 立 数 是 归 举 于 4 的 函数 ). 

(2) 对 于 一 切 4 归 举 集 B, 均 有 B < +K, 

G) 如 果 4 为 递 轨 焦 , 则 K = K4 

(4) A< rK (一 切 4)( 从 而 不 会 有 KIS rA). 

(5) 4 A&S rB W K“ < rK3， 从 而 

Wm 4 == +B WW K4 = Ke, 

证 明 (1) 仿 前 知 ，{x:x*& W£) 是 4 归 举 而 不 是 4 递归 (和 {x: 
z€ W ,) 为 归 举 集 而 非 递 归 集 同 法 证 明 )。 

(2) 仿 前 ,利用 ( 递 妇 于 4 的 ) * 一 m — n 定理 证 明 . 

G) ESK 为 归 举 集 , 故 对 性 何 4 均 为 站 归 举 ， 另 一 方面 ,如 果 
4 为 归 举 集 , 则 KK4 的 特征 函数 为 递归 于 4 的 (可 偏 ) BEATA 
递归 (可 偏 ) 函 数 , 故 K AHER. MM K4 < +K. 

(4) 由 (2) 得 4 < =+K4, h (1) 的 证 明知 K 4 为 4 归 举 而 
非 4 递归 , 故 4 @K4, 从 而 4 < rK4. 

G) 如 果 ASB, XK AAAA, KIRAB HA. 从 F 
由 (2) 知 K < zrK*， 由 此 可 得 , 当 A=B 时 有 K4 = zK 

在 了 化 妇 与 一 一 化 归 中 有 一 个 非常 重要 的 关系 。 


= 
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定理 10 4H% FB (E) 425 BAA 4 < B', 

这 个 证 用 比较 麻烦 : 今 略 。 由 这 结果 即 可 推 得 : 

EAI A< 3 ALB B. AKB. 

证 明 因为 4< B 163 E AD BR. 

定理 12 A< PASA <B, MT 4 = rB 1 An 

证 明 (一 ) 设 4 < zB. 我 们 知 着 4' 归 举 于 4 (BB A RE 
A, i Ao 从 而 有 递归 于 4 的 1 使 A X 2 i. mia 
A < rB, F BH ABR B, 4' 使 归 举 于 B. him 
11 得 4 <B. 必要 性 得 证 ， 

Cik 4 < ,B'. 根据 作 黄 可 知 4 及 4° 均 妇 举 于 4， 故 由 
El, ASA 及 4° < ,4' h <, 的 可 传 性 得 A< E` 及 
AKB. 再 由 定理 LL EHAA 4 F B. MS 
4 所 1B， 闪 分 性 得 证 . 

HEEN TA ALB? PTALA AKB”. KA 
PREIARRZAEN 4, ETHS MES r。 BE A 的 
定义 中 必须 使 用 " 归 举 于 APR MEER < 7 ELERA. 故 
“T 化 妇 ”不 能 简单 地 用 “1 化妆 "来 代替 ， 

定义 ”给 定 一 化 归 度 = 导 ,z' 指 AA) 而 A a. 

BEARER. pM, EEAS) 可 知 ,年 取 AE a, 
结果 (A) 必 是 一 样 的 , 亦 子 a 是 叭 一 确定 的 . 

LARRE, KA=) 一 六 这 时 4(4) =o, i 

K) = AA) W, 


故 以 前 对 天 的 度 (0) 亦 可 看 作 是 对 0 RERE EER. 
可 将 以 上 有 关卡 跃 运算 的 结果 用 化 归 度 表示 杂 下 : ` 
定理 13 对 任何 化 妇 度 *:5 均 有 
(1) a< 2', U < Z, 
(2) 由 E 0, KED, 
(3) 如 果 a < 5, WJ 2' < #. 
(4) @3 Ae, B € b ER b 4182368, Wbs. GAE 
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E HE.) 
wm dki. RUE — mika a ME 0。 < < X, 
这 个 < 便 是 由 Pot 所 造 的 单纯 集 的 度 . 但 对 工 化 归 度 而 言 * 这 个 
单纯 集 的 度 a 却 满足 O <a, Mi a 一， 因此 我 们 仍然 没 找 
到 介 于 "0 与 人 之 间 的 工 化 归 度 . 
我 们 知道 ,单纯 集 的 共和 集 是 一 个 禁 集 : 从 而 其 归 举 子 集 必 是 有 
(Bs. 
定义 ”对 单纯 集 4 而 言 ,如 果 有 一 个 递归 函数 f 使 得 
Yel WIZA — W,| < jCe)) 
(0.1 38 W. ARI W. DERDE Mj ankipi? E phi, 
f 叫做 4 的 界 函 数 . 
例如 ，Post 新 作 的 章 统 集 4 使 满 足 
Ye( WGA — IW < 2e + 1), 
故 该 单纯 集 便 是 能 行 单纯 的 ， 
定理 14 ”能 行 单纯 集 4 必 是 了 完备 的 , 即 肥 KRK < +A. 
证 明 设 Ahen 是 K& 的 一 个 枚 举 ， 并 命 K 一 Uo... 
h) EXM ma) WF: 
môs) = pelr € Ke), X r é Kig 
= JEF. 
HB TAKUT RSS, ERARA I. 设 fasjesw 是 4 的 一 个 
能 行 枚 举 而 4A, 一 {eo :eqj。 并 设 (AJ) 一 iah 
mA 一 坊 才 和 雯 …}， 则 根据 带 参数 的 递归 定理 可 有 递 妇 
函数 Ale), E6 
[APA AP, 当 * € K 
Porfa a, 
再 命 r(z) 一 nelb = bno). A% 52 REB wil 
r<r4, SWAMP x€ 天, 则 必 有 rls) > m(z). ik roS 
mi), WE Want, Jü Wanl = BG) + 1, AAR T 
为 界 函 数 , 应 有 Wio) SAE, AWF E. RBA r(z)> 
ma), ARA x, BA z€ Ker Kan 可见 有 : K<+A. 
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定理 得 证 . 

由 于 这 条 定理 便 发 生 一 个 问题 ， 这 问题 是 由 Pos P1944 © 
提出 来 的 ,因而 时 做 Post 问题 : 硼 没有 一 个 非 遂 归 的 。 非 了 完备 
RERE? 亦 即 , 除了 0 与 @ 之 外 ， 还 有 没有 其 卫 的 归 举 度 ? 亦 
即 有 没有 一 个 归 举 度 a, 使 得 0<e < Y° 

关于 这 个 问题 ,我 们 将 在 下 一 蔬 略 加 介绍 。 


583. 化 归 论 的 进一步 结果 


EAMA MAERA REHE 0 ERA K 
EEEE OO BREA. 这 是 因为 丘 只 是 归 举 集 而 不 是 递归 集 ， 
因而 0 与 4 是 两 个 不 局 的 归 举 度 ， 并 且 <0. 那么 除了 0 与 
0 外， 还 有 没有 其 他 的 归 举 度 呢 * 因为 我 们 知道 KX 是 完备 的 ， 而 
0 又 是 最 小 的 化 吧 度 ,所 以 更 确切 地 说 : 是否 存 在 一 个 归 举 度 a, 
使 得 0< a < 0 ， 这 就 是 1944 年 Post 提出 的 一 个 著名 问题 . 现 
在 常 称 之 为 Pest 问题 。 正 因 为 这 个 问题 的 攀 出 及 其 久 究 ,使 得 
递归 论 产 生 了 一 个 飞 路 的 发 展 。 . 

为 了 解决 这 个 问题 , Post 本 炎 是 这 样 着 手 的 ， 因 为 通常 见 到 
DARA K), CNR EREN ER A RRDA 
3309133868. 于 是 Pos 设想 应 该 构造 一 个 非 递归 的 归 举 集 ， 使 
它 的 补 集 不 包 会 任何 无 穷 的 归 举 集 。 

Post 构造 出 了 这 种 集合 ,就 是 前 面 所 说 到 的 单纯 集 ， 但 很 快 
就 证 明了 ，Post 构造 出 的 单纯 集 也 是 完备 的 ， 从 而 与 司 在 
ta. UE, Pot 又 继续 泊 着 这 个 方向 做 下 去 , 但 一 直 示 能 取得 进 
展 . 

直到 1954 年 ,Post 问题 才 有 了 一 次 突破 .Kleene 与 Post 证 
明了 在 0 与 0° 之 间 存 在 着 其 他 的 度 .。 Kleene 与 Pos 的 想法 是 
这 样 的 ,构造 油 个 均 可 化 归 到 多 的 集合 4B, 但 4 与 B 却 互相 不 
TEH. 这 样 4,8 均 非 递归 的 ,如 果 4 为 递 妇 集 , 则 有 4 < B; 
同样 4,B 也 都 不 与 KK 在 同一 个 度 ， 如 果 4 与 K 在 同一 个 度 ， 则 
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BSA. 令 a= 2.4), £ = 4.8), NA 0< ab 一 这 就 
是 Kieene-Post ERKEN. 

在 介绍 Kleene-Post 定理 之 前 .我 们 先 介绍 一 些 概 念 。 

定义 QG) 表示 计算 p# 函数 的 URM 在 > 处 计算 了 #. 
PRR, 

定义 ”在 计算 p40) WAEH, ESE SERI Ar) KE 
( 当 4 是 集合 4 的 特征 函数 时 ， 实 际 是 堪 要 知道 o 是 否 属于 4), 
那么 便 说 p4) 的 计算 过 程 中 使 用 到 x, 

定义 ”使 用 函数 "定义 如 下 ; 


max(y:y 在 pA 的 计算 过 程 中 被 管 
(Ase, r,s) -| 用 到 } + 1 gG) 有 定义 ; 
9 phl) REX. 
关于 相对 恬 计 算 ,有 一 个 重要 的 性 质 , 称 为 使 用 原则 :， 设 =,z 表示 
定 文 域 有 限 的 有 穷 丽 数 ， 
(1) zk = y > IGAR = s). 
(2) phla) = y = Wr 2 ralph la) = y). 
(3) ç; z) = y > VA2g(220(g) == y). 
利 媚 相对 生计 算 的 基本 原则 便 不 难 证 明 这 三 式 。 


定理 1 (Kieene-Post) 丰 在 两 个 度 a,5, 使 得 0 过 abeat, 

证 明 我们 构造 两 信 互 相 不 可 化 归 的 集合 4,8. 为 了 符号 
REENA AB 表示 集合 A.B 的 特征 函数 、 

我 们 的 构造 要 满足 : HRE 6s 

Re:A Æg? (JA .4 村 r 了 )。 

Se;B Z pf 【从 而 B=çr4). 
并 和 且 4,8 是 以 0 1 为 值 的 全 函数 ， 
第 0 步 . 令 重 == B。 一 $$《 处 处 无 定义 的 函数 ). 在 “二 1 步 
对; 

O) 如 5 十 1 一 +l REE Re 得 到 满足 假设 A,, 
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一 一 一 一 e A. 


8B， 均 已 构造 好 ,它们 的 值 域 为 {0,1}。 且 nan >s, KE 
na = pale É dom(A,)), nə = p(x € dom( BY). 
我 们 检查 是 否 有 取 值 为 0,1 HESAR "， 使 得 c> B, (BD) a2 
B, B. c = B,) 以 及 pilna) 有 定义 .也 就 是 检查 
Bmaas(cƏ B,Ag2.,(n,) HEX). (<) 
EER “DB,” R “qu(n,) 有 定义 * 均 为 递归 的 ,从 而 (#) 为 忆 ， 
语句 ,可 以 由 0 信息 判定 . 

0.1) 若 (*) 成 立 , 我 们 取 使 (*) 成 立 的 正规 编码 最 小 的 c。 令 

B, = o (从 而 B, 2B,) R. A.D 4, itil 
A,a(n.) = lp: (na). 

(1.2) 若 (*) 不 成 立 , 令 A, D A.B. DB, B. A, (n i)=1, 
Bolas) = 1, 

《2) 如 :十 1 一 2e 十 2。 我 们 要 使 Se 得 到 满足 。 这 里 的 构 
造 与 上 曾 完 全 类 似 , 

最 后 令 4 一 U4:，B 一 U,B,, 这 就 完成 了 我 们 构造 . 

可 以 看 出 ，4,，B， 随 着 * 的 增 大 而 不 断 扩 张 , 故 A, B 为 全 
BA 且 总 取信 0,1。 从 而 它们 分 别 为 随 个 集合 A, B ARER 
数 . 

RNA FESE. 

引 理 对 任何 e, Re K Se 均 被 满足 ， 从 而 AXB B < 
rA. 

证 明 我 们 以 :十 1 = 24l 为 例 讨 论 Re 被 满足 G+ 1== 
2e 十 2 的 情形 完全 一 样 ). 

在 情形 (1.1) 时 ,由 使 用 原则 (3)，92(a4) = p: (a) 而 42 
Ams 故 

Alna) = Amalna) = 1p: (na) = ls (na) = p? (n). 

在 情形 (1.2) 时 ,此 时 任何 包含 B, BESAN. 均 使 pi (#4) 
无 定义 我们 说 p(n) 必 无 定义 。 如果 pfa) 有 定义 ,那么 
必然 经 过 有 限 步 上 计算 后 有 结果 . 令 zo 一 w(B;esn4sst)。 取 7 
足够 大 ， 使 得 r>: HBE {0r 上 均 有 定义 ( 因 B, 随 
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r APP ETRA RA r EEEH) Am plaa) 
(=p?) REX. B EAn B WADER SBE 
(12? 的 假设 矛盾 ， 故 知 pila) 无 定义 ,但 Ar = A, (n )= 
1 有 定义 ,从 而 4 ps 。 寺 此 无 沦 是 (1.1) 还 是 .2), Re 总 被 满 
E. BARE 

注意 :在 4,B 的 构造 中 我 们 只 需 ! 的 信息 , 所 以 ASK, 
B&K, & a = a(A),b = dE) IE 0 < se 天、 定理 得 
W. 

Kieene 与 Post 虽然 亚 明 了 0 与 0 之 间 还 存在 着 别 的 化 归 
E, ERDHE À, B 的 过 程 中 用 到 人 ”信息 AERE 
AB 的 元 素 ， 从 而 A, B ARHAR, BW a, 6 不 是 归 举 度 ， 
Pon 问题 还 是 未 解决 . 

到 了 1957 年 ， ZB Friedberg 与 苏联 的 Muchnik 各 当 独 
空地 用 一 秤 现在 称 为 有 穷 损伤 的 优先 方法 而 彻底 解决 了 Pos 问 
题 ， 他 们 仍然 是 构造 两 个 互相 不 可 北 归 的 集合 A.B. 但 在 构造 
过 程 中 不 用 任 名 信息 ， 而 是 递归 地 招 元 素 枚 举 进 集合 4,B H. 

Friedberg $x Muchoik 的 策略 基 , 在 每 一 个 * 步 :选取 一 个 元 
素 * 作为 A, >= pr ENEA GER Riceene-Post 定理 中 的 6). (E 
是 因为 构造 过 程 中 不 骨 企 何 外 部 信息 ， 所 以 只 能 就 递归 的 语句 进 
行 判定 . 

将 所 有 露 求 依 是 玛 的 大 小 确定 忧 先 次 序 ， 数 码 越 小 优先 竹 越 
m, 


R2e:A = pa; R2e + 1;B Ægi, 

在 某 个 :十 1 步 ,如 果 轮 到 考虑 Rie 时 , 我 们 选取 一 个 尚未 枚 举 
进 4 的 x 作 关 证人， 检查 下 条 件 pha) 一 上 PERY, WRR 
立 ; 则 将 * 放 入 4 中 , 从 而 AG) 一 0， 就 与 px (x) 不 等 。 进 而 
便 与 pe) 不 等 。 如 果 不 成 立 ， 我 们 对 4 不 做 任何 事情 、 这 样 
AG) = 1,- 也 与 pu) 不 等 ,从 而 圭 只 (<) <, 

但 是 却 有 一 个 问题 。 如果 在 某 个 。 Hit, gilr) = 1, WA 
RUM n RA APE 4(x) 一 .0。 但 是 在 后 面 的 某 个 区 > :) 
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P, WEH pfl) 一 1， 于 是 又 把 a EA Bp, MRA 
加 是 在 半 算 plo) 时 被 使 用 到 的 ,在 s 步 对 , 它 还 不 属于 日 ,以 
而 使 pileo) 一 1， 但 在 DDR, CRT B, 那么 就 可 能 改变 了 原 
来 的 计算 .如 果 甚 至 使 mp 吕 (zo) 的 值 改变 成 0, 那 么 便 使 得 
Ailte) 一 pirlo), 

以 而 就 又 使 Re 不 被 满 必 了， 于 是 又 要 选取 新 的 * 作为 证 人 为 
此 ， 我 们 允许 证 人 可 随 步 数 而 更 改 ， 即 在 步 时 ， 选 取 一 个 使 
Re 满足 的 证 人 ,证 它 大 于 Bajri) (对 一 切 í< s,y<e). 
这 样 。 已 被 满足 的 Ri 就 不 会 因为 Re (e > j) 的 满足 而 被 损伤 . 
换 句 话 涪 ， 任 何 一 个 露 求 Re 只 可 能 因为 优先 尾 更 赢 的 需求 的 满 
足 而 被 损伤 。 所 以 可 见 , 这 种 损伤 是 有 穷 多 次 的 ， 故 被 称 为 有 穷 
Riter. 

定理 2 (Friecdberg-Muchnik) 存在 两 个 不 可 比较 的 归 A E 
a,b. I 0<s,b < 0. 

证 明 对 所 有 ,我 们 要 满足 下 面 需求 : 

Re:A +p, R2e + 1:B Z= pt, 

第 0 步 : $ A= B= $ (2238). HRA e. 8k F— 步 使 用 的 正 
人 z == (0,22. 《这 样 对 不 同 的 Re, 证 人 也 就 不 相同 - ) 

` Ë+ 十 1 步 , 假设 4;,B。 已 造 好 :对 所 有 :过 也 已 定义 出 。 
我 们 说 需求 R2。 要求 注意 ， 如 果 pL) 一 1 B z$ Aj Ñ 
需求 Ro 十 1 要 求 注意 ;如果 plr) =1 B x+ €B, 

LERA (< 7)] PRR 要 采 注 意 ， 选取 优先 性 最 高 的 
R, 进行 处 理 ,并 说 R, 接受 了 处 理 ( 为 斤 述 的 明确 起 见 , 以 i 一 2。 
为 例 ): HarL KAAR ME Ana AUi) B+ B, =B,. 
对 所 有 0 <i), 令 的 一 二 对 所 有 A > i), zkt' 为 满足 
下 列 各 条 件 的 最 小 y: 

(1) K. = k, (2) yÉ AdinUB (3) y> x 

G y> maxs[e[ Cj Pt +i) ;i 二 从， 其 中 当 i 为 奇 时 ， 
CA A; i DAH, C, 25 B,. 

2, 如 果 对 一 切 X < :),R: 均 不 要 求 注意 ; 则 令 
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di — An B, = Be, HH ey zi = =, 
最 后 令 A= Uda B = U,B,. 
注意 ,对 于 一 个 县 体 需 求 ,是 否 在 s 步 要 求 注 意 以 及 定义 下 一 步 证 
人 的 条 件 都 是 递归 可 判定 的 ,从 而 我 们 是 把 元 素 递归 地 放 举 进 4, 
B 中 去 : 故 4B 都 是 归 举 集 。 

引 理 1 对 每 个 63338 6 ERN 之 BL, x= a iR 
HER e, Re 的 证 人 最 和 是 确定 的 . ) 

证 明 ”由 我 们 的 构造 街道 , 当 在 ， 步 处 理 Re 时 :将 有 

#'= s ü<, 
即 足 码 小 主 。 的 证 人 z RAR. 因此， 只 有 当 处 理 Ro,- Rei 
时 Re 的 证 人 才 会 发 生 改 变 。 明白 这 一 点 ， 我 们 就 不 难 用 归纳 法 
来 证 明 本 引 理 。 

莫 基 ，* 一 0. 民 为 此 时 * DEBR 所 以 Re 的 证 人 就 从 
不 改变 MRE A x = x, 

HARR KAA <e) 均 有 5 使 得 ， 当 :之 2 后 ， 
s= rh. 令 ;= masi < eje WE: PARED ie), 
R, 的 证 人 已 不 再 改变 , MERAK RG < = 一 1) 也 都 不 再 接受 
处 理 (否则 将 使 R. (m í-+ 1 < =) 的 证 人 发 生 改 变 )。 六 虑 如 
果 Ro 也 不 再 接受 处 理 , 那么 Re 的 证 人 就 不 再 放 变 了 ,所 以 对 
H : Z, BA x= z. 如 果 Rss 在 基 个 ol >:) 步 第 一 
次 接受 处 理 (为 叙述 明 形 起 见 , 设 e 一 1 为 偶 ), MU ze, 便 被 枚 举 
进 Ayn th, 和 由 于 已 假设 R 的 证 人 不 改变 , 歼 对 任何 >r 
HA <l, 一 x 名 \， 所 以 在 以 后 的 任何 P, R 要 求 注意 的 条 件 
x A, 便 不 再 成 立 ， 当 然 R 也 就 不 会 再 接受 处 青 了 ， 在 4 
PE MRE Ri(i < e) 询 不 接受 处 理 , 故 Re 的 证 人 使 不 再 改 
变 了 .因此 ,对 一 切实 i 十 1， 均 有 z = x。 所 以 引 理 对 Re 
成 立 ， 证 完 . 

引 理 2 对 每 个 。, Re 最 多 要 求 注意 有 穷 多 次 ， 

证 明 对 <。 进行 归纳 . 

MK. 一 0、 若 R 一 直 不 要 求 注意 , 引 理 显然 对 R. 成 立 、 
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着 Ro 在 s 步 要 求 注音 , 凤 pÉ (ad) 一 1 E gA. AA R Ai 
KERERE s 步 Ro 必 接 受 处 理 ， 从 而 € 4,w， 由 引 理 1 的 
' 证 明知 道 ，R。 的 证 人 从 不 改变 ， 故 R 要 求 注意 的 条 件 便 不 再 成 
立 , 医 而 不 再 要 求 注音 。 I 

FR. W RAi < *) 均 只 要 求 注意 有 穷 次 ， 取 * 充分 大 , 使 
得 * 步 以 后 , 各 RG < 。) 不 再 要 求 注意 且 Re 的 证 人 不 珍 改 变 
GQE2 z). 车 Re 在 s 步 以 后 不 再 要 求 注意 ， 则 引 理 对 Re 已 或 
立 ， 若 Re 在 某 个 (>) 步 要 求 注意 , 因 优 先 性 高 于 Re 的 各 咒 
求 已 不 再 要 求 注意 ,大 Re 在 + 步 必 接受 处 ,( 仍 设 。 为 假 ) 从 而 = 
EAn. TES Re 的 证 人 已 环 再 改变 。 故 Re 要 求 注意 的 条 件 就 
不 再 成 立 了 ,因而 就 不 再 要 求 注意 。 引 理 得 证 . 

引 理 3 ”对 每 个 “,Re 必 被 满足 ， 

证 明 ER Eo 充分 大 ， 使 Re 的 证 人 从 步 起 不 再 改 
FOBA e) Z Re 不 再 要 求 注意 . 

M 闭关 (x.) 一 1， 则 有 使 得 对 任何 >A 

pix = 1, Ss malih 

RE s 步 时 Re KERER, MAB zç AEA, BA A= 
0、 与 pple) 一 1 比较 便 知 Re 满足 . 
` (2) 3 POA RIRA etA ERA EEE 
个 +, 使 得 Z= z LET j R¿ 要 求 注意 并 接受 处 理 。 从 而 知 
gx) 一 1。 到 为 G= ta FURE r PAE Re 的 证 人 不 再 改 
ERTER r 步 以 后 各 R,(i < =) 不 再 接受 处 理 ,那么 pie) 
的 计算 应 该 不 被 酸 汗 ， 于 应 有 pa) = piles 与 假设 
Ple) = 1 PERA z€ 4. ME AG). R, 仍 满足 , 引 
BE. 

HIRE AXB E BXA, Q a= (A), bed 
(8). X38388. EE Q<. b < Y. EBE, 

这 样 、Post 门 题 便 坦 到 了 彻底 的 解决 。 

我 们 注意 到 ,在 Kleene-Post AREA, TA < rB) KT 
(B <r) 这 两 个 需求 是 化 成 两 系列 的 需求 4 = pi B = 2 从 
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“入 容易 处 理 ,这 是 一 个 优点 。 但 在 各 阶 世 让 ,必须 检查 条 千 
3iaofc B, Ag AeL). 

这 是 带 有 存在 量词 的 请 词 ,但 因 不 仅 其 成 立 要 知道 ,而 且 其 不 成 立 
BRAR, RESA ME 0 谓词 , 变 其 庄 论 才能 判定 ， 因 
此 这 个 方法 也 叫 做 谐 论 构 造 法 .。 

利用 诗 认 构造 法 ,我们 可 以 得 到 下 面 一 些 结果 ， 

O) 对 任何 度 c, 都 有 两 个 不 可 比较 的 度 a, b, 使 得 c< ab 
= ` = 

(2) KETE p> 0， 都 有 一 个 庆 a< b, E alea 
与 5 不 可 比较 )- 

G) 对 每 个 度 之 U, WENE a, 使 得 

a =u = h, 

(4) RS 为 集合 (从 而 归 举 于 9) 而 < +S, 则 有 ASA 

使 得 = rd 


Friedberg-Muchnik 的 方法 无 需 答 查 带 有 弃 在 量 斌 的 谓词 , 而 
RÉA 


pili) 一 【人 B. fA 
这 是 递归 谓词 ,从 而 可 以 能 行 地 判定 。 但 是 由 此 却 产 生 省 需求 Re 
彼此 冲突 的 问题 。Friedberg 与 Muchnik 使 用 撒 巧 妙 的 方法 解决 
了 这 个 问题 ( 见 上 )、 他 们 所 使 用 的 方法 巴 做 有 穷 栅 伤 优先 方法 。 
利用 这 方法 可 以 得 到 下 面 一 些 结果 
(1) 存在 一 个 单纯 集 4 使 得 4' = ?4 ， 故 有 有 砷 递归 非 完备 
的 归 举 并 “使 得 ， 0 < < Y. 
(2) 对 每 个 在 弟 归 的 归 举 集 C， 都 有 一 个 单纯 集 使 4 得 
— (c<, A), 
(3) 设 B,C 2233538 H CAH., BOSBLT FS A,A, 
ER AL a= P 县 A nA = $, BEE 
ME < +A), NC < +A). 
O) 如 晤 归 举 集 8 是 两 个 不 相交 的 妇 举 集 A,A, 的 并 ,由 
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B = ADA. 


大 约 到 了 六 十 乍 代 初 , 义 产生 了 一 种 无 穷 损伤 的 优先 方法 {又 
Wg "方法 )、 这 时 所 要 满足 的 需求 妊 下 形 : 设 6 为 非 递 妇 的 妇 
FR ERE BHEE 4 使 得 : 

Pa Wurd 为 有 穷 集 。 

N,: C = gz, 

这 时 要 满足 P.， 必 须 无 根 多 次 地 将 Wro 的 元 素 放 入 4 中 ,从 而 
便 可 能 使 得 N. 受到 无 穷 多 次 损伤 ,对 于 这 种 需求 如 何 使 得 最 终 必 
能 全 体 得 型 满足 ? 便 是 无 穷 损 伤 的 优先 方 枝 C0 方法》 这 以 后 ;到 
ER THRE RHA (montermerhod), KI 0” FE, RERS 

利 下 无穷 损伤 的 优先 方法 ,可 以 得 到 以 下 一 些 结果 . 

O) 对 每 个 归 举 度 a > 0， 都 有 两 个 所 举 度 be, Eg < 
a,c<a H a= Uc G ele), 

(2) 对 两 个 归 举 度 4 < 6。 均 有 归 举 度 e, 使 得 a < c < b. 

“(3) 对 每 个 非 送 忆 的 卢 举 集 ,存在 一 个 当 举 集 4, 使 得 
a =r” HCC < 4). 
(4) 存在 两 个 归 举 麻 ¿,b > 0。 使 得 ARTAR. 


”306， 


一 一 一 一 一 


11) 
[2] 
[3] 
14] 
[5] 
L6) 
[7] 
EB) 


[9] 


[1) 
{23 
[3] 
T+) 


135) 


* * x 献 
FEBRE 


Arbib, M, A. Theories of Abstract Automata, Englewood CEs, N. Je, 
Prentice Tall, 1969. 

Gutland, N. Je, Computability: An Introduction ro Recursive Theory, 
GambridgevUniveraity Press, Cambridge, 1980, 

Davis, M., Computability and Unsolvability, N, Y. McGraw-Hili, 1958. 
Davis, M., CEd.), The Undecidable, Hewlek, N. Y., Raven Pres, 1965, 
Markov, A, A., Theoey of Algorihms, 《中 译本 ， 算法 论 ; 科 学 出 版 社 .) 
Peter, Re, Recurñve Functions, N, Y. Academic Press, 1967, 

Rogez, H., Theory of Recursive Fuactiom and Effective Compatability, 
N. Ya, McGraw-Hill, 1967, 

Smullyan, R. M., Theory of Farmal Sysiems, Annals of Mathematics Stu- 
dies no, 47, Princeton, 1961- 

Turing, A. M., On Computable Numbers, with an Application ta the Ente 
scheidungspscblem, Proceedings London Mathematical Society, senes 


Z342 pp. 230—265,1936. 


Le 不 可 解 度 论 


Lerman, M., Degrees of Unsolvability, Perspectives in Mathematica! Tor 
gic, Omsga Series, Springer-Verlag, Bertin, 1983. 

Pos, E, L., Recursively Enumerable Seu of Positive integers, Bulletin 
Ametican Mathematica] Society, 50, pp, 284—316, 1944. 

É, L., A Varian of 2 Recursively Uadecicable rroblzm, Bulletin 
Ameri-an Mathematical Society, 52, pp. 264—268, 1944, 

Sack, Gue Degrees of Unso'vability, Arnals of Mathematics Studiesno, 
55, Princeton, 1963, 

Shornčield, J- R., Degrees of Uasolvability, Mathematics Studies, 2, No 
nb-Holland, Amsterdam, 1971. 


再， 谱系 论 与 复杂 度 沦 


Blum, M., A Machine Independent Theory of tar Compiexity af the Re- 
cursive Functions, JACM 14, pp. 322—336, 

Hinman, P. Ge, Recurstom-theofetic Hierarchies, Springer -Verlag, Heide 
Ikerg, 1978, 

Meyer, À R. & Richie, D. M., The Complexity of Loop Programs, Pro- 


397 


(41 
[5) 


ceedings of 23rd National Conference of the ACM, 1967. 


T. 各 部 门 (包括 逐 辑 演算 ) 


Barwise, Jf. (Fd.) Handbook of Mathematical Logie, Monh-Hoəll and, 
Amsterdam, 1977. 

Bell, J, & Machover, M., A Course in Mathematical Logic，North Holi- 
and, Amsterdam, 1977, 

Klecne, S. C., Introduction to Metamathematics, North-Holland Amsterdam, 
1952.( 中 译本 ;， S.C、 克 林 5 元 数学 导论 ,科学 出 版 社 >1984.》 

Kiecne, S, C., Mathematical Logic, N. Y., Wiley, 1967, 

Shocnticld, J, R,, Mathematical Logic, Addison-Wesley, 1967. 


AE 


C0444843 


DELLE 


